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Feuille d’exercices 9
Chaines de Markov
Correction Exercice 13

Exercice 13 (Marche aléatoire simple sur Z¢). On considére (X,,),cn la marche
aléatoire simple sur Z¢ définie par Xy :=0et X,, = X,,_1 +&, pour n > 1, olt (&,)n>1
sont i.i.d sur Z? telles que P(§, = +e;) = 1/2d avec ey, ..., €4 la base canonique.

(a) Montrer que si X est une variable aléatoire & valeur dans Z? alors

P(X = 0) = (271r)d /[_m]d ox(t)dt.

(b) Montrer que la fonction caractéristique de &, est donnée par

1 d
o(0) = 3 eos(t)

et en déduire une expression pour (P")g pour tout n > 1.

(c) Montrer que pour tout 0 < z < 1, on a :

S (P = / b g1,

n—0 (27T)d [—7,m]e 1-— ZgO(t)

(d) Montrer que (X,)nen est récurrente < lim, 1 I(2) = oo.

(e) On pose F(z,t) = 7—==

o0 Montrer que :

— pour tout ¢ > 0, (z,t) — F(z,t) est bornée sur ]0,1] x {t € Z%: ||t|| > c}.
— donner le comportement asymptotique de F'(1,¢) quand ¢ — 0.

— si ||t|| est assez petit, 'application z — F'(z,1) est croissante.
(f) Montrer que (X,,)nen est récurrente si d = 1 ou 2 mais transitoire pour d > 3.

Correction:

(a) Si X est une variable aléatoire a valeurs dans Z¢ C R% on a :

ox(t) = E[ei<t’X>] = Z P(X = n)eltm, t € RY

nezd



(e)

Pour tout n = (ny,...,ng) € Z%, on calcule

d "o J
/[_7r i eltm) gt — /[_7r i Hle‘tjnjdtj = 1_[1/_7r el dt = 1_[1 211y, —o = (2m)1,—¢
’ ’ J= J1= J=

ce qui donne

1 1 .
(2m)¢ /[—Tr ) px(f)dt= 2, PX =n) (2mr)d /[—n m)d et dt = P(X = 0)

neZzZd

grace au théoréme de Fubini ; en effet (n,t) — P(X = n)el™ est L' par rapport
a la mesure (3,,czd 0pn) ® 1j_z madt.

On calcule

1 13
p(t) = Ele!t$] :ﬁZ( (tei) +e_1tef)—gz cos(t

7j=1
puis, en utilisant (a) et I'indépendance des &,

1 1
Nat= [ g
(27_(_)(1 [_ﬂ,ﬂ]d (zDXn( ) (27T)d () ¥ ( )

Puisque pour tout 0 < z < 1 l'application (n,t) — 2"¢@(t)" est L' par rapport
a la mesure (3,e740n) ® 1_r -jadt, le théoreme de Fubini et (b) nous donnent
pour tout 0 < z < 1,

< 1 SR _ 1 LN

(P")oo = P(X; = 0) =

Remarquons d’abord que la marche aléatoire sur Z¢ est clairement irréductible
et donc que (X,,) est récurrente < 0 est récurrent. Le théoreme de convergence
monotone donne

r;)(P )Oozlig%nzzoz (P )OOZLHI%I(Z)

et on conclut par I'équivalence : 0 récurrent < >0 ((P")gp = 00

— D’un ¢6té, comme cos(z) > —1,ona F(z,t) > 1/(1+z) > 1; en particulier
F est positive. Comme ¢ est continue et que, pour ¢ € [—, 7T]d, on o(t) =
1<t =0, on voit que F' est bornée supérieurement des que 1’on restreint
t a un sous ensemble de la forme {t € R?: ||t|| > ¢} avec ¢ > 0.

— Pour tout ¢ # 0, on a

d 1 d 2 1
Z cos(t;) = - > 1—*J+0 t)) = 1—@Ht||2+0(||t||2)7 t—0,

Jj=1
et donc on a I’équivalence
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— Comme ¢(t) > 0 des que ||t]| est suffisamment petit on voit que z

1/(1 — zp(t)) est croissante pour tout ¢ suffisamment petit.

(f) On fixe ¢ > 0 assez petit tel que z — F(z,t) est croissante et

4d

F(1,t) <
[]?

g S
il

pour tout t tel que ||t|| < c. En utilisant (e), on voit que
/[ Ja 1||tH>C F(Z, t)dt

reste borné pour tout z €]0, 1] et donc

lim/(z) =00 < lim Lje<e F(z,t)dt = oco.

z—1 z—1 [—m,7]

Par convergence IIlOIlOtOIle, on a

i [ e Fa0dt= [ Lpge F(L B

221 [-m,m] [—m,7]

L’encadrement (x) nous donne aussi que

Joeo

)

1

Finalement, en passant en coordonnées polaires t € R? — (r, o)

d Ljgj<e Fl,t)dt =00 < /[Tr,ﬂd Hse Wd

t.

avec r = ||t|

et o = t/||t]] (de Jacobien d¢ = r?'drdo ol do est la mesure uniforme sur la

sphere de R?) on voit que

1
1jtj<c 7opdt = 00
e 15
<:>/ r3dr = oo
0

sd < 2.



