NOTES DE COURS DU M2 ISN :
CHAINES DE MARKOV ET APPLICATIONS

ENSEIGNANT : ADRIEN HARDY
SCRIBE : BENJAMIN KASPRZAK

1 Quelques rappels sur les chaines de Markov

1.1 Notations habituelles

Soient (E,7) un espace mesurable discret. (X,), ey : (2, F,P) — (E,T)®N mesurable est
une chaine de Markov homogene si elle est caractérisée par la loi p de X et une "matrice” de

transition P = [P

x»y]x,yeE telle que :

Vn=1, Vag,...,z, € E, P(Xg=2,...,X,, =2,) = gy Pryz, --- P

CT Tp-1:Tn

i € My(FE) = {mesures de proba sur E}

= {(Ma)ep oz 0et Y g =1}
xeF

On identifie p & un vecteur ligne (... pz .. .)ep-

De plus, g : E — R bornée, on 'identifie & un vecteur colonne (...g(z).. )ZGE On a alors :
P(X, =z) = (uP"),
E[g(X,)]=uP"g€eR
Remarque : .
P (X, € A|Xo,..., Xn1) = P(X, € A|X,_;)

Pz,y = P(Xn = len—l = "E)

1.2 Mesures invariantes

On dit que 7 est une mesure invariante pour P si, et seulement si, 7P = .
Si 7 est une probabilité invariante, alors Xo =7 = X,, =7, Vn = 1.

On dit que la chaine est irréductible si :

Vi,y€ B, Im,n20, (P"), >0et (P") >0

On dit que la chaine est réversible par rapport & une mesure p si :

NxPx,y = /'LyPy,x Vi,ye £
1
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On dit que la chaine est récurrente positive si :

E,[7,] <00 VzeFE

Théoreme : .
Si E est fini, alors P a toujours une probabilité invariante, qui sera unique si et seulement si la

chaine est de Markov associée est irréductible.

Remarque : .

La marche aléatoire symétrique sur Z n’a pas de probabilité invariante.

Proposition : .

Si P est réversible par rapport a une mesure u sur E, alors p est invariante.
Preuve :

Supposons que P soit réversible. On a :

(uP), = Z tiy Py o
yeR

= Z U Py y | 1y par Téversibilité

yerE
| —
=1

=u, Veek

D’ou le résultat attendu. %

Théoréeme : .
Si la chaine est irréductible et récurrente positive, alors on a une unique probabilité invariante

7w donnée par :

Ty tq 7, =inf{n =1 tq X, =x}

RCS)
On note P, et E,, pour souligner la dépendance en la loi p de Xo et P, :=Ps et E, :=Es, .

Remarque : .

Si la chaine est irréductible et admet une probabilité invariante, alors elle est récurrente positive.

Calcul de la mesure invariante 7

Supposons que E fini, 7 = (... 7, ...)ep. On doit résoudre le systeme linéaire suivant :

P = m, tq m, =20 Pzl = =7l o Ax” =b
= B tq
Tl = 17 = =1
0
T
P -1
A= c Rd+1><ol : b= c Rd+1
1 1 0
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Théoréme : . (de Rouché-Capelli)

Le systéme Ax = b admet au moins une solution si, et seulement si, rang(A) = rang(A|b).
Dans ce cas, l'espace des solutions est de dimension d — rang(A).

Preuve :

Admise. *

Ici, comme E est fini, si on suppose que la chaine est irréductible, on sait que Az = b a une
unique solution . Ainsi, rang(A) = d, les colonnes de A forment donc une famille libre et on

conclut que AT A est inversible. Ainsi :
Az =be A" Az = ATb
s a=(aT4)" 4"y
En conclusion, on peut résoudre le systeme de départ et obtenir m = z’.

Remarque : .

Si |E| est grand, cette méthode est difficile numériquement.

Théoreme : . (ergodique)

Si (X)) ey est irréductible et récurrente positive, alors :

n—+00

1 ¢ s
Vf:E—>Rbornée : — >y f(X;) — dew
=1

Preuve :

Admise. *

Exemple : .

Si f(y) = 1,5, alors pour tout = € E :

3| =

n
ps

Z]-XFx > Ty

-1 n—+00

1=

En passant & l'espérance E,,, pour u € M;(E) quelconque, on obtient :

S
1=

(vP'), = ™

~
1l
—_

La période d’un état x € E est :
PGCD({n =1 tq P;, >0})

Dans le cas ou P est irréductible, la période est bien définie et ne dépend pas de x.

On dit que P est apériodique si la période de tous ses états est 1.
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Théoréme : .

St P est irréductible récurrente positive et apériodique, alors :

V,u € MI(E)7 (Mpn) - Tz

T pn—+00
Preuve :

Admise. *

. (Condition de Doeblin)
On dit que P satisfait D (8,ng), o0 0< 3<1etnyg=1si:

v e M{(F) tq Vz,y € E, (Pno)my > By,

Remarque : .
Si P" a une colonne j strictement positive, alors P satisfait D (3,ng) ol 3 est I'inf sur la j-éme

colonne et v = 1;.

Théoreme : .
Si P satisfait la condition de Doeblin D (3,nq), alors P est irréductible, récurrente positive,
apériodique avec :

Yn = 1, V/.L (S Ml(E)’ Z |(luPn)x _7T;1;| < 2(1_B)L%J

zelR

Prewve : (Cas ng =1)
Par hypotheése, on peut écrire P, = Bv, + (1= B)S,, avec Sy, = ﬁ (ijy - Byy) est une

matrice de transition Markovienne. Ainsi, V,ul,,u2 € M(E), ona :

(W =#)P), = 2 (1o = 12) Pry

zeR
= (ma—pz)Bry+ Y (1o - 12 ) (1= 5) Suy
zeR zeR
=By Y (o =pz)+ Yy (a — 1i2) (1= B) Sy
zeFR zeR
——
= Z (:Ué - .ui) (1 - B) S:c,y
z€ER

II(u1 —u2)P||11 = Z |((u1 —u2)P)y|

yeEE

<(1-7) Z Iuglc - uil Z Sy par Fubini-Tonelli pour la permutation

Tz€E yeR
| S —

=1
<(1=8)) |pa—u

zeF
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Donc F : yu — uP est une (1 — 8)-contraction de ll(E) (Banach).

Par le théoréeme du point fize de Banach, on déduit que :

o [] existe un unique point fize w ;
1_ n
o IF™p—nlln <SP |Fp = pll - V€ Mi(E).
\ﬂ_l
<2

. On obtient un résultat plus faible que ce qui était annoncé. %

Ainsi, on ||pP" —7||p < 2%

Remarque : .

1
My(E) cl(E) = {(Mm)zeE tq [lelln = ) Il < 00} complet
z€E

Exemple : . (Page Rank)
On définit : P = sGrrarkor + (1 — s)% On obtient :

|uP" —7|| < 25", n>1

e s=1:P =Gparkov, ™ NON unique, pas de garantie de convergence ;
T
1 1 1
o S=02P:N,7T:(N,...,N) ,et:

al 1
(uP); = ZMP@'J =N
i=1

L’algorithme de Google propose s = 0.85.

2 Simulation de mesures de Gibbs

2.1 Définitions et Motivations

Soient F un ensemble fini, H : £ — R ”énergie” ou ”Hamiltonien”, 5 > 0 la température inverse.

On définit la mesure de Gibbs comme la probabilité sur F :

-BH(x)
pa(zx) = eZ—g tq Zg = Z e PHE fonction de partition
zeFE

L’entropie de Shannon d’une mesure p est la quantité :

Ent(p) = = ) () logu(z) = 0
el

Motivation physique : (Principe d’entropie maximale)

Si on veut modéliser un systeme complexe, d’énergie moyenne H fixée, par une distribution de

probabilité, il faut prendre celle d’entropie maximale.

Exemple :

Pour 0 < p < 1, considérons p, sur {0, 1} telle que : p,, = pdy + (1 = p)do.
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On trouve que Ent (u,) = —plog(p) — (1 - p)log(1 — p).

Cette fonction est bien positive, nulle en 0 et 1 par prolongement par continuité, et maximale
en p = %

Proposition : .

Sip € My(E) avec B, [H] = E,,[H] pour un 8 > 0, alors Ent (up) = Ent(u), avec égalité
pour (= ig.

Preuve :

On fait le calcul :

= > upa)log pus(x)

zeFR

Z ps(x) (BH(x) +log(Zs))

zelR

> (@) (BH(z) +log(Z3))

zelR

= ) wlx)logps(x)

zelR

Ent (pp)

= Ent (ug) — Ent (1) = = ) p(x)log () + () log ()

€L
IRl CORN 7€) .
- g;E Mﬂ(fﬂ)l g(#ﬁ(év) X s )>
“E,, [VIgM)] iy V() = 22

2 B, [Y]logE,, [Y] par Jensen car x — zlog(x) strictement conveze

> (Z u(w))log(z M(m)

zeFE zeFE

>0 car Z,u(:c)=1

reF

Et on a égalité si, et seulement si, Y =1, c’est a dire p = ug.

D’ou le résultat attendu. *

Remarque : .

Sim fixé et E, [H] = m, alors il existe 3 = 3, tq E,,[H]=m.

Remarque : .
Le cas 8 = 0 implique que pg est la mesure uniforme sur E.

Etle cas § — o0 ?
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Posons h = migH(a:), et M={zx€FE tq H(xz)=h}.
x€

(~BH()

zelR
o~ BUH(@)=h)
S e AH@)-h)
zeFR

pp(x) =

~BH(@)=h)

_5(
IM|+ ) e >0
zelR
T¢M

1
—s —1
B0 |M| reM

H(a})—hj

En particulier, E,, [ H] B—>_c>)o min H(x).

Exemple : . (Modele d’Ising)
Il s’agit d’un toy-model pour les transitions de phases ferromagnétique. On définit :
Ay ={1,...,N}* tq x € Ay > 0, € {*1};

— AN _ — _ N?
E={-1,1}"" = {0 = (0u),er, ta 0x € {£1}}, avec || =2V ;

z =y &< |z —y| =1 avec condition au bord périodique ;

H(U):—xgyaxay=— Y oy Y Oy

T€A N yEAN
y=x

Yy € Ay, s, € {£1} fixés, on a :

P(am =Sy, Oy =8y, VY # x)
P(Uy =5y, Vy+ x)
Boz Y Ty

e yly=z

B Y Oy -8 ¥ Oy
e vly== +e vy

P(ax=s$|ay=sy, Vy¢$)=

Cette quantité est maximale lorsque o, et o, voisins sont de méme signe.

2.2 Simulation pratique

Comment simuler X = pg 7 On rappelle la méthode du rejet :

Soient E quelconque, A mesure de référence sur F, X de densité f par rapport a A.

Considérons F = {(z,y) €e EXR,,0<y < f(x)}.
Si (X,Y) =Unif sur F, alors X = fd\.
En effet :

P(X € A)= L fof(x) dyd\(z) = L F(x)dA(x)
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Supposons qu’on ait & disposition une densité g sur E (par rapport a A) telle que :

e On sait simuler X = gd\ ;
o Il existe M > 0, f(x) < Mg(x).

La méthode de rejet consiste a :

e On prend X de loi gdA ;
e On prend Y uniforme sur [O, Mg (X):I ;
° OnprendX::)?siOSst(X).

Proposition :
La variable X définie précédemment a pour loi fdA.
Preuve :

On peut calculer :
P(XeA)=P(XeA|0=Y = f(X))
P(XeAdet0=Y = [(X))
Py = 1(%))

f(i) dy ~ ~
7 ) g(3)dA(F)

X
IE( of(x) sz&))g(%)d)\@)
_ 3 LS @G

a7 I FaA

FdA

I
—

A

D’ou le résultat attendu. %

Remarque : .

On a montré que la probabilité d’acceptation P (Y <f ()? )) vaut ﬁ

Une deuxieme méthode de simulation est ’algorithme de Métropolis-Hastings.

On a une mesure de la forme :

1 _gH(o
BH()

—BH (o
M6(0)=Z—B ;g = Z e PH )

ce{+1}AN

Ay =A{1,...,N} x{1,...,N}
Le probleme est que Zg n’est pas calculable. De maniere générale, on considere :

o u(z)=2n(x) tq Z=Y n(z);
pA<ID)
e n(x) > 0 pour tout x € F que 'on sait calculer.
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On part d’une chaine de Markov homogene de matrice de transition @ telle que :

Qyz
Quy

e La chaine (des ”propositions”) est irréductible ;

>0, Ve,yeFE;

On construit le processus (X,), ey de la fagon suivante :

o X de loi arbitraire ;
e Sachant X, = xg,...,X,, = x,, on tire y,, de loi Qx, . (Loi de la chaine sachant qu’on
est en X,).

e On accepte y,,, c’est a dire que ’on pose z,,.1 = ¥y, avec probabilité :

n(y)Qy,x)
"n(2)Qzy

P,y AVEC Py oy = mm(l

e Sinon, on pose T,iq = Tp.

Théoreme : .

La mesure p est 'unique mesure de probabilité invariante de la chaine de Markov (X,,),en-
Preuve :

(X0 )nen est une chaine de Markov irréductible car Q Uest, E fini et py,, # 0.

De plus, puisque E est fini, la chaine est récurrente positive et il existe une unique probabilité

invariante. Montrons ensuite que (X, ),en €st réversible par rapport a p.

Remarque : .

i (1 @y (@)
"’”’y‘mm(l’u(:c)c;z,y) wr) =77

La matrice de transition de (X,,),eyn €st définie comme :

Px,y = Qw,ypz,ya six#y

P, = 1- Z P, , car matrice de transition

)

y*T

Va #y, M(x)Px,y = M(‘T)Qw,yp:v,y

u(y)Qy,x)
T () Qyy

= min (M(x)Qx,ya #yQy,ﬂf)

() Qg y 1)
w(y)Qya’

=Py,x

)@y min 1

= w(y)Qy.z min(

.

= u(y) Py
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Puisque le cas x =y est trivial, (X,,),en €st bien réversible.

Remarque : .

:U'yQy,z
:foQ:c,y

Poy = a( ) avec a(u) = min (1,u)

On pourrait en réalité prendre n’importe quelle fonction « satisfaisant a(u) = ua (%), comime

au) =u/(1+u).
Si on retourne au modele Gibbs, en prenant @, = Q, ,, on a :

Py =1 min(l,e_B(H(y)_H(x))) =1

= H(y) < H(z)

3 Echantﬂlonnage de Gibbs

L’idée générale est de simuler X = (X . ¢ d), ou d = 1, et on simule coordonné par cor-

donnée via les lois conditionnelles.

3.1 Cas d =2
Soient (X,Y’) sur Ey X Ey discret donnée par P ((X,Y) = (z,v)) = f(z,v).

o fx(x)= ) flz,y);

yeE,

e fy(y)= Y flz,y);
zeEF,

o fxy(zly) = ]}ix(;/)) ;

* fyix(ylz) = —J;ﬁf(z;

Algorithme : Initialisation (zg,yg). (Gibbs sampler)

Etant donné (,,,y,), on tire :

R

fX|Y ( | yn)

fY|X (- | Zns1)

Tn+1

R

Yn+1

Théoreme : .
Supposons fx(x) >0 et fy(y) >0, Vz,y € By X Es.

Alors, f(z,y) est une densité de probabilité invariante par rapport a ’algorithme précédent et

loi

n—+00

Preuve :
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Lidée de la preuve est la suivante :

PPy = Y (@9 Py )

w)yEEl 7E2

S | Y fay) | Fxy @) frx @l

yEls | x€EFE
=fr(y)

> el

yEeE,

x| Y f'y)

yELy
\——J

=fx(x)
= f(z',y)

Pour terminer la preuve, il suffit de montrer que la chaine est irréductible (admis), et f est une

unique proba invariante.  *

Remarque : .

(X,,Y,,) est une chaine de Markov sur F; X Ej.

IED(m,y),(m',y') = ]P)(XTL+1 = x'aYn+1 = y’ | X =2, Y, = y)

= fX|Y(£U’|ZJ)fY|X(Z/’|fL")

3.2 Cas général

Algorithme : Initialisation (x(()l), e xéd)).
- £ (1) (d) e -
Etant donné (l‘n ey Ty ), on tire :

(1) (2) (d)
Tpi1 = fx<1>|x(2>,_._,x<d)(’|$n e T )

(2) (1) (3) (d)
Tpe1 = fx@x0 x@  x@ | |Tpin o0 Ty

(d) (1) (d—l))

L $n+1 = fX(d)IX(l)v---,X(d_l) <°|xn+17 et ?xn+1

On obtient alors les mémes résultats que pour le cas d = 2 avec les mémes preuves.
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3.3 Application au modele d’Ising

On peut calculer :

P(o, =1, 0,=0,, y # )

P(ax=1|ay:5;,y¢w): }P’(J=5: y#az)
y s

1 —_— —_—
Zexp (6 Z Oy + B Z Uuav)
veV, u=v

u*T

P(J$=1, ay=5;,y¢x)+}?(ax=—1, Uy=5;,y=/=x)

veEV, u=y
uFxT

ponfi3 7 7]

%e:vp(ﬁ Y o,+8 Z(Ec’fl>+%6xp(—ﬁ Y oo+ B Y Guoy

u=v

vEV, u=v

uFT

vEV,

ol 3 5)

veV,

exp| B ) oy |+exp| =B ) 0,
VeV, veEV,
1 —
= ):=q(x|ay tq y € V)

1+ exp(—?ﬁ Yy o,

vEV,

Dans le modele d’Ising, on pose :

N = {(i,j) € Ay tq i=jmod 2}
B = {(i,j)€An tq i=7+1mod 2}
Ay = NUB

Ainsi, de la méme facon que dans le calcul précédent, on obtient :

Ploy=aon lop=55) =] [a(z | 7, y=2)
xeEN

On obtient donc que :

P(op=0p UN=51\\7)=1_[]P’(%=5; ON =0ON)
x€B

4 Recuit simulé

4.1 Idée de la méthode

On souhaite minimiser I'énergie H : E — R, ou F fini, et :

M={z€FE tq H(z) = Hy;n}

= argmin H(z)
zeE

uFT

|
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On écrit pg(z) = Ziﬁexp (-=BH(z)),0ou 8 = m > 0 et on souhaite simuler x = ug avec
B grand. Pour simuler pg, on dispose de Métropolis-Hastings pour un 3 fixé.

Il faut choisir correctement .

Rappel.
Si Qgy = Qy, alors, en partant de x, on accepte y = @), avec probabilité:
min (1, —Mﬁ(y) ) = min (1, e_B(H(y)_H(JC)))
1s(y)
e Si H(y) < H(x), on accepte toujours.

e Si H(y) > H(x), on accepte avec probabilité ¢ AUHW)-H (@),

L’idée donc est de prendre 5 = (5,,. On obtient une chaine de Markov non homogene :

Qaymin (1, exp (=, (H(y) - H(x)))) siz #y

1- ZPéZ’)six=y
yFx

P =

Théoréeme : . (d’Hajek)

Pour X,, une chaine de Markov de matrice de transition P("), il existe H* > 0 telle que
) *

ligl P(X, € M) =1 si, et seulement si, 3, = o et e Pl = oo,

n—+0oo n=1

Preuve :

Admis.

Le choix de j3,, est appelé un schéma de refroidissement.

Exemple : .
Dans le théoreme, on peut prendre par exemple 3, = clog(n), ¢ > 0 avec ¢ < % pour satisfaire

la seconde condition.

Exemple : .

Le choix 3, = k, quand n € [e(k_l)h, ekh] fonctionne aussi si h = H* pour satisfaire la seconde

condition.
Considérons I'ensemble des chemin de x & M comme :
r,= {(xo,...,a:m) | 20 =z, 2, € M, 20,..., 2, €E, Qp, 5, >0 Vz’}
La constante H™ s’exprime comme :

H* =max  min max H(x;) —min H >0
¢ M (zg,...,xm)€L, i€[1,m]
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4.2 Application au voyageur de commerce

On dispose de vy, ..., v, villes et :

e On part de v; et on revient en vy ;
e On passe par toutes les villes ;

e On minimise la distance parcourue.

E = {permutations a n éléments}
n
H(o) = ) d(X; Xo@)
i=1
ps(e) = e PO
B Z3

Reste a choisir une permutation sur les villes. On peut proposer de tirer j,k tq j < k,
et de retourner tout le sous-cycle (Uj,aj+1, ey ok), ce qui est bien mieux que de simplement

inter-changer o; et o). Ainsi, on obtient :

~

H(G) - H(G) = d(xaj_17$ak) - d(xaj_17xaj) + d(x0j7x0k+1) - d(l‘amxakﬂ)

5 Echantillonnage et intégration numérique dans le cas continu

5.1 Motivation

Un méthode de Monte-Carlo est un algorithme d’échantillonnage, ou d’intégration numérique,
afin d’estimer I fdu par i w; f(x;) quand z; sont aléatoires.
Si p est discrete (p sur Ezaliscret), on dispose de méthodes dites MCMC (Markov-Chain Monte-
Carlo) ou, pour X,, une chaine de Markov :

e (Echantillonnage) P (X,, = ) e P(X =2x2), Vx€eE;

n
e (Intégration Numérique) %2:1 f(X;) n%oo [ fdu+0 (\/Lﬁ) par le TLC, sous des condi-

tions raisonnables.

. . . . N " d
Que dire maintenant si p est continue/a densité sur R™ 7

5.2 Echantillonnage dans le cas continu

On part du principe qu’on sait simuler une uniforme sur [0,1].

e Dans le cas ou la fonction de répartition F'y est connue, alors on peut tirer X selon la

formule F~1(U), ot U = Unif ([0,1]).
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e On peut utiliser des astuces de calcul peuvent nous donner des méthodes de tirage
aléatoire. Par exemple, pour tirer une N'(0, 1), un changement en cordonnées polaires

nous donne que :

X = N(0,1) = 5(%) X cos (2m x Unif ([0,1]))

e On peut utiliser une méthode de rejet. Supposant que p a une densité f(x), alors :
— Densité g(x) avec laquelle on sait échantillonner ;
— f(z) < Mg(xz), VYV, M connue ;
— OntireY =g, U =Unif ([0, Mg(Y)]) et on accepte si U < f(Y). La probabilité
d’acceptation est %, le temps d’attente moyen est donc de M.

On peut maintenant s’intéresser aux méthodes MCMC.

Un chaine de Markov sur un espace quelconque E mesurable, muni d’une tribu 7, est caractérisée

par une mesure de probabilité u sur E (loi de X)) et d’un noyau de transition P (z, dy) vérifiant :

e VxeFE, Aw P(x,A) estune probasur E ;
e VAeT, xw P(x,A) est mesurable ;

Ainsi, on a :

P(Xo€A) = Ldu=u(z4)

P(Xn+1 €A | Xp-1= JJ) = P(I,A)

Si g : E — R est mesurable et v est une probabilité sur F, alors :

VP(A) = JP(w,A)dV(x)
Py(z) = :jgw)P(x,dy)
vPg = [g(wmx,dy)du(x)

Si P, @ sont deux noyaux de transition, alors :
PQr,4) = [ Q. A) P (2.dy)
La loi de X,, est donc uP" et une mesure 7 sur E est invariante si, et seulement si, 7 = 7P.

Remarque : .
Si on revient au cas discret, on a :

JA dv(zx) = Z v(x)

€A
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Remarque : .
Les notions d’irréductibilité et de récurrence sont plus compliquées

5.3 Métropolis-Hastings dans le cas continu

Supposons E = Rd, la mesure cible est 7.

Probleme : échantillonner selon 7(x)

e Noyau de transition Q(z,dy) = Q(x,y)dy (hypothese) ;
e Algorithme : Partant d’un z initial, Vn = 1 on tire y,+1 = @ (2,41, ). On prend :

Yn+1  avec proba p (2, Yn+1) , m(y)Q(z,y)
T4 = tq p(z,y) = min |1, —==2—=F
avec proba 1 — p (2, Yn+1) m(2)Q(y, )

Tp

On suppose que Q(z,y) >0, Vz € R? et pour 7-presque tout y € R%.

On obtient que 7 est I'unique probabilité invariante de la chaine de Markov induite par cet
algorithme.

Cas particulier : Si Q(z,y) = Q(y) et ||%||Oo < 00, alors :

dM >0, 30<r<1 tq Vex€F, Vn=1
|P" (2,-) = wllpy = sup | P" (z, A) = 7(A)| < Mr"
AcCT
En pratique, on prend souvent Q (z,-) = loi de x + Y avec Y indépendant de x et on sait
dire des choses sur ’erreur.

5.4 Intégration numérique dans le cas continu

n
Y w;g(X;), ou 7 est la densité.

L’objectif est de calculer LRd g(x)m(x)dr =~
i=1
ne fonctionne pas quand g grand (”"curse of

e Analyse numérique (maillage ou grille)

dimensionnality”) ;

e Monte-Carlo : Si Xy,..., X, iid de loi 7 (ex : 7 compliqué mais X1, ..., X,, obtenus par

rejet), alors :

a (% D 9(Xi) - jgdw) o N (0.0
i=1

tq o® = Var (9(X1)) = Ideﬂ' - ([gdﬂ)Q

n

L1 N VVar(g(Xy1))
Conclusion : Z; 9(X;) = [ga gdm + VA
Probleme : o est exponentielle en la dimension d.
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Remarque : .

Si Xq,...,X, iid de densité ¢ > 0, alors :

1y m(X;) 1
ﬁ;g(Xi)q(X, J'Q(ﬁ)ﬂ(ﬂi)dl‘+\/V@T(...)O(ﬁ)

) n—+00

e MCMC : (X,,) « Métropolis-Hastings (ou échantillonnage de Gibbs)

%Zf(Xi)n_ioo de“ % +0(%)

De plus, o est ici polynomial en d.

6 Application des méthodes MCMC a I'approche bayésienne

6.1 Introduction a ’approche bayésienne

Exemple : .

On dispose d’une urne avec 2 boules, dont une noire. L’autre boule peut-étre noire ou blanche.
Deux modeles possibles : NN ou NB.

Probabilité & priori des modeles : P(NN) = 3 = P(NB).

Ensuite, on fait des observations. Imaginons que ’on tire une boule noire. Comment est-ce

que cela change mon a priori ?

Calcul de vraisemblance : P(N |[NN)=1et P(N |[NB) = %

On calcule ensuite les probabilités & postériori :

P(N |[NN)P(NN)
P(N)
B P(N |[NN)P(NN)
" P(N [NN)P(NN)+P(N [NB)P(NB)
2

3

P(NN |[N)=1=

1
P(NB | N) = 3
On aurait donc tendance a choisir le modele NN, ce qui parait assez logique.

Dans le cadre général, on dispose de modeles paramétrés par 8 € ©. On se donne une loi a
priori sur © : p(f), puis on observe des données x.
On peut donc calculer la vraisemblance p (2|6) et on obtient la loi & postériori sur 6 :

p(x]0) p(0)
Jop (10)p(6)do

p(0lz) =
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Dans cette notation, df est une mesure de référence sur O.

Par exemple : Lebesgue si © C R continu”, Comptage si © est discret.

Estimation de 6 7 En théorie décisionnelle, on se fixe une fonction de cotut L sur © X ©.

L’erreur commise est donc EyL (9, 0). On choisit alors § minimisant cette erreur.

En considérant la fonction de perte 0 — 1, on trouve 0 le maximum A postériori :
argmaxp (0|z
gmaxp (6]z)

6.2 Exemple avec la régression logistique

On considere des individus 4, d’information X @) ¢ Rd, et Y; € {0,1} binaire.
L’objectif est de modéliser P (Y = 1|X) € [0,1].
En général, on considere un modele de la forme :

1

1+e™®

P(Y =1|X)=0(Bo+ X1p1 + ... + BaXq) tq o(x) =

L’approche fréquentiste est la suivante :

Densité de YV : p(y|z) =P (Y = 1|z)Y (1 - P(Y = 1|z))" Y.

Maintenant, on sait que I’on dispose des données (X (i), yz) " et X = [X (i):l. La vraisemblance

l<is
s’écrit donc :
L8 = [ p(wilx?)

2

Il
—

1-y;

1l
—_

o (50 + X(i)ﬁ)yi (1 - (ﬁo + X(“/j))

(]
En cherchant le maximum de vraisemblance, puisque L est concave alors B est unique et on
fait :
B =arg max L(B)
66Rd+1
L’approche bayésienne est la suivante :

On dispose d'un prior (proba & priori sur 3) : p(3). (Exemple : N(0,1), Unif ([—a,a]).

On calcule un postérior (proba a postériori sur ) :

p(B1X,y) = Cxp(y|BX)p(B)
= Cﬁ U(Bo + X(i)ﬁ)yi (1 -0 (50 + X(i)ﬂ))l_yip(ﬁ)
i=1

1
= C=—"
n(B) tq [ (35

7 Chalnes de Markov en temps continu

L’objectif ici est de définir une chaine de Markov (X;),cp+-

Pour simplifier, supposons que X; € E, avec E discret (fini ou dénombrable).
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7.1 Processus de Poisson

Premier exemple : processus de comptage d’'un phénomene aléatoire (ex : arrivée d’un patient
dans un hopital, composant électrique qui devient défectueux dans un systeme, ...).

Initialisation Xy =0, Ty = 0.

T, = Si1+...+85, tq S;iide(A), A>0
X; = sup{neN|T,=<t}
= Z 1Tnst
neN
Remarque : .
{Xyzn} = {T,, =t}
(Xt zn} ={T, <t <Tp1}
{(Xy<n=X;}={s<T, <t}
Rappel.
Si X1,...,X, =e()\), alors ) X; =~T'(n,\).
i=1
Vt>0, X, ‘% poisson (At)
Preuve :

Faisons le calcul :

P(X;=n)=P(T, <t<T,+ Sps1) tq T, et S,41 indépendantes

-
= 9 1x5t<m+ydPTn(x))‘e ydy

JRL
- )\nxn—l -z

= . 1x5t<x+ywdm)\e_/\ydy par le rappel précédent
JRL :

e Mdz | dx

~t )\nxn—le—)\x 00
o (n-1) L

|

—T
=e—)\(t—z)

e—)\t t )
- )\n— n-— d
(n—1)! JO v

)" _x
— e
n!

D’ou le résultat attendu. %

Remarque : .

On a % = X est le nombre moyen d’événements entre 0 et t. C’est 'intensité du processus.
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On peut montrer que (X;),,p+ @ ses accroissements indépendants et stationnaires :

Proposition : .
Vm 21, VO <ty <ty <...<ty,, les variable X; _,

X - X, ‘% poisson (A (t—s)).

1 Xy, — Xy, sont indépendantes et
Preuve :

Admise. *

Un processus de Poisson sur (Xt)te]& est un processus a valeur dans N dont les accroissements

sont indépendants et stationnaires.

Théoréeme : .
Si (Xy)ep+ est un processus de Poisson, alors il existe une intensité X telle que :

Xy =) Ag4 15, tq S iid de loi e(\)

neN

Preuve :

Admise. *

7.2 Chaine de Markov en temps continu

Une chaine de Markov en temps continu (CMTC) sur E est un processus (X;);cg, tel que :

(1) Yw € Q, t » X;(w) est constante par morceaux, continu a droite limite & gauche, avec

un nombre de discontinuité fini par intervalle compact de R, ;

(2) (Propriété de Markov) VY0 < s < ¢, la loi conditionnelle de X; sachant {X,, 0 < u < s}

ne dépend que de X;.
On dit que (X;);eg, est homogene si P(X; =y | X = z) ne dépend que de t — 5. Cette prob-
abilité peut étre notée P, (t — s). On dit que P(t) = [ny(t)]x,yeE est un semi-groupe de

transition (axiome d’inversibilité pas vérifié pour étre un groupe) de Xy, avec P(0) = Id.
Notons pu(t) la loi de X;.

IP)(‘th() =Ty .- 7Xtm = 'Im) = N(O)mOPxoml (tl - tO) cee sz_l,a:m (tm - tm—l)

Proposition :
(1) u(t) = p(0)P(t)
(2) Elg(X)] = n(0)P(t)g
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Preuve :
1. Il suffit de sommer sur xg, ..., Tym—1-

2. Faisons le calcul :

P:cy(t+3) :]P)(Xt+s=y | XO:x)

_ ]P)(Xt+s =y, Xo= x)

1(0)
- Z]P)(Xt+8:y7 XS:Z7 XOZ.Z')
=, 12(0),
_ Z ]P)(Xt+s =Y | X =2, Xy =ZL‘)]P>(X5 =z, Xg =17)
= 12(0)
_ Z P(Xt+s =Y | X, = Z)]P)(XS =z, Xo = $)
= 1(0)

Y P(Xpo=y | Xo=2)P(X,= 2| X =)

" ¢ )\ . )
z = zy(t) P:Ez(s)

= (P(s)P(t))sy

D’ou le résultat attendu. %

Exemple : . (Processus de Poisson)

Montrons qu’il satisfait la propriété de Markov :

P(Xi=y| Xs=2,X4, =Ty, Xy, = T0)
P(Xy =y, Xo=2, X, = ¥m,..., Xy, = 30)
]P(Xs :x,Xtm =.’L‘m,...,Xt0 =.%'())
]P)(Xt_Xs =y—ans_Xtm =x_xm7"'7Xt1 _Xto =x1_$0’Xt0 =l'0)

P(Xs=2X;, =Tm,..., Xy, = T0)
) P(Xy-Xs=y—2)P( Xy =2, Xy, =Tpm,..., Xz, = 20)
]P)(XS :Z',Xtm =xm,...,Xt0 =x0)

:P(Xt_Xs:y_x)

De méme, on a :

_ ]P)(thyv stx)
- ]P)(Xs:x)

=P(Xt_Xs=y_$)

P(Xi=y| X, =1)

Moralité, on obtient que X; est une CMTC homogene de semi-groupe :

Ppy(t—s)=P(X;-X,=y—z)= %e‘)‘(t‘s)

La matrice du processus de Poisson est donc :

(A)"™" oA
(y — ) v

Pay(t) =

21
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7.3 Générateur infinitésimal

On dit que [wa]x,ye g est un générateur infinitésimal si :
® Qy20siz+y€el,;
¢ Q.. =0, VrxekFE;
* ) Quy=0

yerR

Théoréeme : .
Si P(t) est le semi-groupe de transition d’une CMTC, alors il existe un générateur infinitésimal

Q tel que :

P(t)-1 I
i S = Q= P0)
() - tQquy + o(t) six Yy

1+tQ., + o(t) sinon

De plus, conditionnellement o Xy = g, linstant de premier saut Ty = inf{t > 0, X; # zo} est

indépendant de la valeur au premier saut Zy 1= Xp, et :

loi

T | Xo =2 = e(~Quoao)
_Qz'
]P(Zl =y | XO = 370) = mlxm&y

Preuve :

Admise. *

Corollaire :
Soient T, Ty, ... les temps successifs de changement d’état de (Xt)tem CMTC de générateur
nfinitésimal Q et Z1,Zs, ... la valeur associée définies comme :

e Ty =0, Xo = u(0) ;

o Ty =inf{t>0| X, # Xo}, Z1 = X, ;

e Vnz1, Thpy =inf{t >0 | X4 474t # Zn}s Zns1 = X1, -

(Zn)nen est appelée la chaine de Markov "incluse” dans (Xi);er, - Alors :

(1) La loi de Ty — T, | Z, = x est 5(—Qx7x) et indépendante de Ty, ...,T,,.
_Qay
(2) IP)(Zn+1 =y | Zn = {1:) = Px,?/ = Quz
0 sinon

st x FY

Preuve :

Admise. *
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Remarque : .
. . t S n
Si F est fini, P(t) = '? (: Zo # (tQ) )

Exemple : . (Application au processus de Poisson)
Calculons @), dans le cas du processus de Poisson, c’est a dire avec :

(X))
P, (t) = me 1y

Siy<az Ppy(t)=0=Quy=0;

Siy=a, Pop(t) =1—e ™ +0(t) = Qua = —A;
o Siy=a+1, Popi(t) = M+0(t) = Quos1 = A
e Siy>ax+1, Py =o0(t) = Qgy(t) =0.

Ainsi, on conclut que le générateur infinitésimal du processus de Poisson est :

-1 1 0 ... 0
0

Q=X ¢ =~ =~ 0

1

0 ... ... 0 -1

Ainsi, dans le cas du processus de Poisson, on conclut que :

Tn+1 - Tn

R

e(N)

1 siy=x+1

P(Zp1 =yl Z,=12) ,
0 sinon

En résumé, pour simuler un CMTC (X}),eg, , on tire Xg de loi y, Ty = 0, V1, ...,V iid de loi
e(1). Pour n € [1,N], on a :

— Vi V,,
T, = A(Zo)+"';—/\(zn_é2)
-5 = siz#y
]P)(Zn =Yy | Zn—l = 1’) = Px,y = Qr(ﬂ; Az) .
S1Inon

On peut se demander, a 'aide des Z;, comment reconstruire X, :

X = Z Z A1, 1,,,(t),  Yt>0

n=0

7.4 Mesure invariante

On dit que (X;),eg, CMTC est irréductible, récurrente, récurrente positive, si (Z,,),,ey l'est.

On dit qu’une mesure de probabilité sur E 7 est invariante si :

m=nP(t), Vt>0



24 ENSEIGNANT : ADRIEN HARDY SCRIBE : BENJAMIN KASPRZAK

Proposition : .

7w probabilité invariante <= w(Q) = Q‘

Preuve :

Admise. *

Théoreme : .
St (Xt)teR+ est un CMTC irréductible et récurrente positive, alors elle admet une unique prob-

abilité invariante ™ et :
e Vze E, M(t)x _+) Tx 5
e VfeLl(n), [ f(X)ds — ¥ fo)m,.

® zeE

Preuve :

Admise. *

Remarque : .
La deuxieme propriété du théoreme précédent signifie que la moyenne temporelle est la moyenne

spatiale.

Remarque : .

Tys1 =T, t-T
JfX)ds——Zo Z(’“” ’“)k+( tNt)ZNt tq Ny:=sup{n=0]|7T, <t}

5 Application aux files d’attente

On s’intéresse par exemple aux clients/patients a4 un guichet ou aux appels téléphoniques/requétes

Sur un serveur.

. (de Kendal)
Pour une file d’attente, on note A/B/C/D/E/F avec :
e A : Loi des arrivées dans la file ;
e B : Loi des temps de service ;

e C : Nombre de guichets ;

e D : Taille de la salle d’attente (Défaut : o) ;
e E : Population totale (Défaut : o) ;
e F : Modalités d’opération, par exemple FIFO / FILO (Défaut : FIFO)

On peut dire que A,B = M si ”Markovien” ou ”Memoryless” ou l'inter-arrivées et les temps de
traitement sont de loi exponentielle de parametre respectivement A et . Sinon, on note G dans

le cas général. On étudie : M/M/K avec :



NOTES DE COURS DU M2 ISN : CHAINES DE MARKOV ET APPLICATIONS 25
e Inter-arrivées = £(\) indépendantes ;

e Temps de traitement =~ (1) indépendantes ;

o K guichets.

La taille de la file d’attente au temps ¢ est appelée X; a valeurs dans N, c’est a dire le nombre

de personnes dans la file, ainsi que ceux au guichet.

Si X; =0, alors T),41 = () et Z,,41 = Z,, + 1, avec n = sup{k | T}, < t}.

~

Si X; = k, alors il y a m = min(k, K) personnes au guichet et donc m horloges =~ e(u)

indépendantes et une horloge e(\) en compétition.

Exercice.
Si Xq,...,X,, sont des variables indépendantes de loi e(\1),...,e()\,) respectivement, alors :
Y := min(Xl,‘..,Xn) 25()\1 +...+)\n)
s
P(Y = X;) M+ + A\,

Ainsi, au prochain temps de saut, la loi est min (e(\),e(u),...,e(pn)) = (X +mpu) et :

P(Zna=k+1|Zy=k) = 7.

my

P(Zun=h+1172,=k) = ;2

Toir | Zo =k 'Y o A+ min (k, K)
—_— [ —
=A(k)
P(Zys1=k+1|Z,=k) = P,,41 connu
Comment retrouver @ 7 Puisque _%zyz =P, ylysy et AM(z) = —Qyy, alors :
Qa:,x = _)‘(1:)

A(x)Px,ylmq&y

quy



