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Ce document, en construction, contient les notes du cours “Probabilités, Modéles et
Applications” donné au semestre 1 du Master MAS et CHPS. Il vise a fournir les bases
de la théorie des probabilités nécessaires au futur ingénieur ou chercheur en statistiques
appliquées et ses ramifications. Il est calibré pour un volume horaire de 12 x 1h40 de cours
et de 12 x 2h30 de TD. Toute remarque et aide au débusquage de coquilles est bienvenu.

La théorie des probabilités donne un cadre rigoureux pour manipuler quantitativement
la notion de hasard. Les applications pratiques liées a 1’aléa reposent sur ce socle, ce
qui inclut les modeles du big-data, du machine learning ou de intelligence artificielle,
des modeles qui modifient actuellement nos sociétés en profondeur. Le principe général
derri¢re ces applications est le suivant : on récolte des données souvent complexes® et
on imagine que ces données sont des réalisations de variables aléatoires. En utilisant des
résultat théoriques au niveau des modeles choisis pour ces variables aléatoire, on peut alors
extraire des informations clefs ¥ depuis les données avec des garanties quantitatives, c’est-
a-dire un contréle de l'erreur d’avoir extrait une mauvaise information. Ces garanties sont
donc précieuses pour 'aide a la décision et I’estimation du risque. Plus la partie théorique
des modeles est développée, plus les garanties sont solides.

Le but de ce cours est de fournir le langage nécessaire a la définition et a la compréhen-
sion des modeles aléatoires ainsi que les outils utiles a I’obtention de garanties quantita-
tives ; ces aspects sont développés en parallele dans les cours “Statistique Mathématique”
et les modules informatiques (TISD, TIAD) du Master MAS et CHPS.
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&. par exemple, I’évolution du cours d’une action pendant une semaine, un ensemble d’images de Google
image, les résultats médicaux de patients testant un nouveau médicament, les données météorologiques
d’une région, etc

Q. par exemple, la valeur future du cours d’une action (prédiction), identifier si une image représente
un chat ou non (classification), décider si un médicament fait mieux que leffet placebo (test d’hypothese),
ajuster les parameétres d’une équation d’évolution météorologique (régression paramétrique).
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1 Théorie de la mesure : Kit de survie

Comprendre les applications des statistiques et leurs ramifications requiert donc une
compréhension solide de la théorie des probabilités ®. Depuis que A. Kolmogorov ¥ en a
posé les fondations, ce cadre théorique utilise comme matiere premiere le concept de mesure
d’un ensemble. Définir rigoureusement ce qu’est une mesure comme on peut I'imaginer
intuitivement n’est en fait pas évident; c’est I’'objet de la théorie de la mesure que nous
allons survoler.

1.1 Ce qui ne peut étre mesuré

Tout étudiant en mathématiques a été confronté au probleme de 'infini, cette notion
qui permet de créer tous ces contre-exemples a des propriétés qu’on pensait intuitives.
Rappelez-vous de la preuve qui montre que N et R n’ont pas le méme infini pour cardinal.
Manipuler I'infini peut étre assez traumatisant en théorie des ensembles, qui est a la base
des fondations des mathématiques. Il faut garder en téte que les mathématiques reposent
sur une série d’axiomes (par exemple, que le principe de preuve par récurrence marche)
et nous prenons ici les axiomes usuels de la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel
avec I’Axiome du choix, utilisés par la grande majorité de la communauté mathématique.
Ce dernier axiome est nécessaire a la preuve d’importants théoréemes des probabilités et
d’analyse fonctionnelle, mais il va compliquer notre intuition de ce qu’est une mesure.

Idéalement, une mesure p définie sur un ensemble F devrait assigner une mesure
numérique (comme une “longueur”, un “volume” ou une “masse”) a chaque sous-ensemble
de E, c’est-a-dire définir une application p : Z(E) — [0, +00] ou Z(E) désigne I'ensemble
des sous-ensembles de F. On aimerait que p satisfasse des propriétés raisonnables, en
Poccurence que u(@) = 0 et que, si A, B € P(FE) sont disjoints, alors u(A U B) =
p(A) + p(B). Par itération, cette derniere condition implique que la mesure d’une réunion
finie d’ensembles disjoints est la somme de leur mesure; on dit que p est additive.

Pour les applications pratiques ce n’est pas suffisant car, dés que ’on veut prendre des
limites “n — oo”, il va falloir considérer des réunions infinies dénombrables d’ensembles.
On fait alors I’hypothése plus forte que la propriété précédente marche aussi pour les
réunions infinies dénombrables; on dit que p est o-additive. Le probléme est que, méme
pour un ensemble E aussi peu exotique que R, n’est pas mesure qui veut : il est par
exemple impossible (cf. Exercice 7) de définir une application p : Z(R) — [0, +00]| qui
est o-additive et telle que p([a,b]) = b — a pour tout a < b dans R, qui correspondrait
bien a la “mesure intuitive” d’un intervalle de R. Cette obstruction nécessite cependant
I’utilisation 1I’Axiome du choix.

La conclusion est que si I'on ne veut pas se passer de la o-additivité ou de I’Axiome du
choix, il va falloir accepter qu’une mesure ne soit pas définie sur tout & (E) et de restreindre
son ensemble de définition. Cet ensemble de définition doit quand méme satisfaire quelques
propriétés de stabilité : c’est la qu’entre en jeu la notion d’ensemble mesurable et de tribu.

#. mais ca ne suffit pas. Des bases solides en informatique et une expérience pratique de I’exploitation
des données est tout aussi nécessaire.

Q. Andrei Kolmogorov, 1903-1987. Vous remarquerez que la théorie des probabilités, considéré comme
une branche des mathématiques, est relativement récente.



1.2 Mesures et ensembles mesurables

Soit E un ensemble. Une tribu sur E est un sous-ensemble de Z(FE) stable par com-
plémentaire et réunion dénombrable, et qui contient ’ensemble vide & :

Définition 1.1. Une tribu (aussi appelée o-algébre) 7 de E est une collection de sous-
ensembles de E qui satisfait :

(a) o€ T

(b) Ace 7= A =FE\Ac T

(¢) Si Ay € T pour tout n > 1, alors U,,~1 An € 7.

On dit que (E, ) est un espace mesurable et A € .J est un ensemble mesurable.

Notez que si A, B € .7 alors AN B € 7 (prouvez-le).

Example : {@,E} et #(E) sont des tribus, respectivement la plus petite et la plus
grande des tribu possibles sur FE.

Comme {@, E} ne contient pas assez d’ensembles mesurables et, comme expliqué en
introduction, Z(FE) en contient souvent trop pour définir des mesures raisonnables, il va
falloir faire un compromis et considerer des tribus intermédiaires. Une notion clef est alors
celle de tribu engendrée par une sous-partie de Z(FE).

Définition 1.2. Si M C Z(E), la tribu engendrée par M, que ['on note o(M), est définie
comme la plus petite tribu de P (FE) qui contient M. Plus formellement,

o(M):= m .
TCP(E) tribu
McT

Pour justifier que o(M) existe, notez que 'intersection (quelconque) de tribus est une
tribu (vérifiez-le) et qu’il existe au moins une tribu qui contient M (laquelle ?).

Si on prend par exemple E = R, une tribu fréquentable contiendrait tous les ensembles
de la forme |a, b[ ou [a, b[ ou ]a, b] ou [a,b] avec —oo < a < b < +o00. Par définition d’une
tribu, il suffit qu’elle contienne les ensembles ouverts Ja,b] et on peut alors considérer
la tribu engendrée par ces ouverts. Comme les réunions dénombrables d’ensembles de la
forme Ja, b[ engendrent tous les ouverts de R, cela revient a prendre la tribu engendrée
par les ouverts de R. C’est ce qu’on fait souvent dans le cadre plus général d’un espace
topologique.

Définition 1.3. Si E est un espace topologique”, sa tribu borélienne AB(E) est la tribu
engendrée par les ouverts de E.

Revenons maintenant a la définition de mesure discutée en introduction.

Définition 1.4. Une application p : F — [0,400] est une mesure p sur un espace
mesurable (E,.7) si elle satisfait :

(a) p(@)=0

?. Rappelons qu'un espace topologique est un ensemble £ muni d’une collection O d’ouverts, qui satisfait
les axiomes : &, E € O et O; € O pour tout ¢ € [ = U;c1O; € O, ou I n’est pas forcément dénombrable.




(b) w est o-additive : si A, € T pour tout n > 1 et A, N Ay, = & pour tout n # m,

p(U 40) = 3 )
n=1 n=1

On dit que (E, .7, ) est un espace mesuré.

Le résultat (non-trivial) suivant explique que I'on peut finalement définir une mesure
“naturelle” sur I'espace mesurable (R, Z(R)).

Théoréme 1.5 (Existence de la mesure de Lebesgue). Il existe une unique mesure notée
Leb sur (R, Z(R)) telle que Leb([a,b]) = b—a pour tout —oo < a < b < +oo. On lappelle
la mesure de Lebesgue (de R). De plus, elle est invariante par translation : pour tout
Ae BR) etxeR onaleb(A+ x)=Leb(A).

On a utilisé la notation A +z:={a+x: a € A}.

Un autre exemple important de mesure est la mesure de Dirac 04, qui est définie sur
tout Z(E) par

da(A) =

0 sinon.

{1 sia€e A

Il est facile de vérifier que la somme de deux mesures p et v sur un espace arbitraire
(E,.7), définie par (u + v)(A) = pu(A) + v(A) pour tout A € .7, est également une
mesure. De méme, la somme dénombrable de mesures est une mesure. Si I'espace E est
discret (fini ou dénombrable), on I’équipera le plus souvent de sa mesure de comptage p
définie sur tout & (FE) par

W= Z Og.

ek
On a donc pu(A) = #(E N A) pour tout A € Z(E).

1.3 Fonctions mesurables et intégration

Etant donné un espace mesuré (E,.7, u), on veut donner un sens a l'intégrale [ fdu
d’une fonction f par rapport & une mesure p. On commence par identifier une classe de
fonctions pour lesquelles cela va étre possible.

Définition 1.6. Etant donné deux espaces mesurables (E, ) et (E', 7", une fonction
f: E — E' est mesurable si :

AcT" = fYHA):={zcE: flx) cA}e T. (1.1)

Deux propriétés utiles :
— Si E' =R et f, g mesurables, alors f + g, fg, min(f, g), max(f, g) sont mesurables.
— Si 7' =0o(M) pour un M C Z(E), il suffit de vérifier (1.1) pour tout A € M.

Passons maintenant a la construction de I'intégrale d’une fonction mesurable par rap-
port & une mesure .



Etape 1. Pour définir I'intégrale d’une fonction on commence par décider que, si 'on
note la fonction caractéristique d’un ensemble A par

1 sizeA
14(x) ::{

0  sinon,

alors on définit [14dp = p(A) dés que A € 7. Ensuite, on force I'additivité de 'in-
tégrale (parce qu’on veut avoir la propriété [(f + ¢g)du = [ fdu+ [gdu) en décidant
que l'intégrale de la combinaison linéaire de fonction caractéristiques est la combinaison
linéaire de leur intégrales. Plus précisément, on dit que f est une fonction étagée si elle
est de la forme

flz) = kalAk(a}), (1.2)
k=1

avec A1, ..., A, € 7 disjoints et vy # vy si k # £. Remarquons que Ay, = f~!({v}}). Pour
un telle fonction on définit :

/fdﬂ = f:vk p(Ag).
k=1

Etape 2. Si f: E — R est mesurable et positive, on définit ensuite

/fdu:—sup{/gdu|g:X%]RJr est étagéeetogggf}. (1.3)

Pour comprendre cette formule, imaginons que E = R, choisissez votre fonction mesurable
positive préférée, et dessinez son graphe. On se donne alors m > 1 valeurs vy,...,Un
strictement positives qu’on dispose sur l'axe des ordonnées et on trace les droites Z
d’équation y = v qui intersectent le graphe de f. On prend Aj I'ensemble des points ou le
graphe de f passe entre Iy et Pyy1, cest-a-dire Ay :={x € E: v < f(z) < vgs1} (avec
vo 1= 0 et vp,41 = +00). On voit donc que la fonction étagée g := > j~; vrp14, est positive
et que g < f. En gros, on a découpé le graphe de f en tranches horizontales et on a pris
la plus grande fonction étagée sous f qui vit sur ces droites horizontales. On prend alors
pour [ fdp la plus grande valeur de l'intégrale [ gdu aprés avoir fait varié vy, ..., v, >0
(les hauteurs des droites) et m > 1 (le nombre de droites) de toutes les facons possibles.

Etape 3. Finalement, si f : E — R est mesurable mais pas forcément positive, on note
sa partie positive f} := max(f,0) et sa partie négative f_ := max(—f,0), de facon a avoir
la décomposition f = f, — f_ avec fi et f_ des fonctions positives. Si

[fran<oe, [ fdp<e,
alors ont dit que f est absolument integrable, ce qu’on note f € L'(u), et on définit

[fan= [ fean= [ r-du

Remarque 1.7. Comme |f| = f4 + f—, on voit que f: E — R est absolument integrable
si et seulement si [|f]dp < oo.



Notations : On notera indifféremment [ fdu, ou [ f(z)du(z), ou [ f(z)u(dzr). Quand
on intégre par rapport a la Lebesgue sur R, on note simplement [ f dz au lieu de [ f dLeb.

Quelques propriétés élémentaires mais clefs de l'intégrale qu’on vient de construire :

Proposition 1.8. Soit (E, .7, u) un espace mesuré.
— (Linéarité de l’intégrale) Si f,g € L'(u) et a, B € R, alors af + Bg € L' (i) et

[@r+s9)dn=a [ rdu+5 [gan.

— (Positivité de I’intégrale) f: E — R est measurable et f >0 = [ fdu > 0.

Cela entraine que si f,g € L'(u) et f > g, alors [ fdu > [ gdu. En particulier, cela
montre que si f est étagée alors le supremum dans (1.3) est atteint en f et donc les défi-
nitions de [ fdu de I'étape 1 et de I’étape 2 coincident.

On a aussi une propriété évidente de “linéarité de I'intégrale par rapport aux mesures” :

Si v est une autre mesure sur (E,.7) et o, 8 > 0, alors (ap + fv)(A) = ap(A) + fr(A)
définit aussi une mesure sur E et, pour toute fonction f € L!(u) N L(v), on a

/fd(au+ﬁy):a/fd,u+5/fdy.

Lien avec ’intégrale de Riemann. Si f : [a,b] — R est intégrable au sens de Riemann,
alors f est intégrable pour la mesure de Lebesgue® et les deux intégrales coincident.
Rappelons qu’une fonction continue est Riemann-intégrable. En particulier on peut utiliser
toute artillerie des résultats de I'intégration de Riemann, comme le théoréme fondamental
de T’analyse * ou l'intégration par parties.

Fonctions a valeurs dans R? ou C. Si f: F — R? s%écrit f(z) = *(fi(z),..., fa(x))
et que chaque entrée f; est mesurable positive, ou intégrable, alors on étend la définition

de l'intégrale en posant
Jran=t ([ fidn.. [ fadu).

En identifiant C avec R? via x + iy > ®(x,y), on définit ainsi l'intégrale d'une fonction
f=Re(f) +1iIm(f) a valeurs dans C par

/fdﬂz/ﬂ%(f)dp—l—i/ﬁm(f)du.

— Fin du cours 1 —

M. on peut méme montrer que f est continu sauf éventuellement sur un ensemble dénombrable.
?. dont la version simplifiée dit que, si f : [a, b] — R est continue, alors F'(x) := f: f(x) dz est dérivable
sur ]a, b[ de dérivée f, et que les primitives de f sont égales & F' & une constante additive preés.



1.4 Ensembles négligeables et densités

Soit (F,.7, 1) un espace mesuré.

Définition 1.9. Si A € T est tel que u(A) = 0, on dit que A est p-négligeable. Une
propriété est vraie p-presque partout (abrégé p-p.p.) si elle est vrai 4 un ensemble -
négligeable pres.

Par exemple, si f et g sont deux fonctions mesurables, f = ¢g p-p.p quand

p{z e E: f(x) # g(x)}) = 0.

Exemple 1.10. Montrons que si f : E — R mesurable positive est telle que S := {z €
E: f(x)#0} et u(S) =0, alors [ fdu=0. En effet, si f est de plus bornée, c’est a dire
[flloc := sup,eg | f(2)] < oo, alors

Oé/fdu= /lsfdu +/1sc f du<o.
—— =0
<IIflloo 12(S)
N——"

=0

Comme est une fonction étagée est mesurable et bornée, pour une fonction f mesurable
quelconque, on a

/ fdp =sup
Mesures a densité. Si f: E — R, est mesurable, alors

v(A) :z/lAfdu

définit une mesure sur (F,.7) et pour toute fonction mesurable h: E — R, on a

/hdl/:/hfd,u.

On note souvent dv = fdu et on dit que f est la densité de v par rapport d p, que 'on
note aussi f = %. Si £ = R et p est la mesure de Lebesgue, on écrit tout simplement
dv = fdz. Notez que si u(A) = 0 alors 14 = 0 p-p.p, donc f14 = 0 u-p.p, et finalement
on a montré que pour tout A € 7,

WA =0 = u(A)=0.

On dit alors que v est absolument continue par rapport a u. Il est remarquable que la
réciproque soit vraie lorsque I'on suppose que les mesures u et v sont o-finies.

Définition 1.11. Une mesure p est finie si u(E) < oco. Elle est o-finie si il existe une
suite B, € T telle que E = UpE, et u(E,) < oo pour tout n > 1.

Par exemple la mesure de Lebesgue sur R n’est pas finie mais elle est o-finie. De méme
pour la mesure de comptage de N.



Proposition 1.12 (Existence de densité). Si u,v sont des mesures sur (E,.J) o-finies
et v est absolument continue par rapport a u, alors il existe une fonction mesurable f :
E — R4, unique d un ensemble u-négligeable prés, telle que dv = f du.

La fonction f du précédent théoreme est parfois appelée la dérivée de Radon-Nikodym
de v par rapport a L.

Voici un théoréeme de structure qui décrit toutes les mesures o-finies sur (R, Z(R))
comme la somme d’une partie a densité et d’une partie singuliere.

Théoréme 1.13 (Radon-Nikodym-Lebesgue ; cas particulier). Si p est une mesure o-finie
sur R alors il existe f: R — R4 mesurable et une mesure n sur R telles que

p=fdzr+n

ot la mesure ) est singuliére a la mesure de Lebesque : Il existe S € B(R) de mesure de
Lebesgue nulle tel que, pour tout A € B(R), on a n(A) =n(SNA).

Par exemple, on peut prendre pour 1 une mesure discrete, c’est a dire de la forme
n= Z ak(sxk
keN

ol a > 0 et z € R pour tout k£ € N. En effet, on voit que cette mesure est singuliere
en prenant S = {z} : k € N} qui satisfait bien Leb(S) = 0. Il existe d’autres mesures
singulieres qui ne sont pas discretes, comme la “mesure uniforme” sur un ensemble de
Cantor, mais ces mesures n’apparaissent essentiellement jamais dans les applications.

1.5 Integration et limites de fonctions
Théoréme 1.14. Soit (E,.7, ) un espace mesuré et (fn)nen une suite de fonctions me-

surables E — R.

— (Convergence monotone) Si les fonctions f,, sont positives et la suite (fn)nen
est croissante p-p.p, c’est-a-dire 0 < fi(z) < fo(z) < -+ pour p-presque tout
z € FE, alors

lim /fndu:/nli_{lgofn(a:) dp.

n—0o0

— (Convergence dominée) Si, pour u-presque tout x € E, f,(x) a une limite f(z)
quand n — oo et |fn(x)| < g(x) pour une fonction g € L' (), alors f, € L*(p) et

nlggo/fn dp = /nlgngo fn(x)dp = /fdu-

De plus, on a la convergence dans L*(u),

/!fn—fldum0~



1.6 Mesures produit

Soit (Ev, T, p1) et (Ea, Ja, p2) deux espaces mesurés. On veut définir une mesure
naturelle sur le produit Fq X Es. Pour se faire, on équipe E; X FEy de la tribu engendrée
par 7 et 95 que 'on note 73 @ F,. Clest a dire

%@%:za({AleQ: A€ A, AQE%}).

Proposition 1.15 (Existence de mesures produits). Si p; et po sont des mesures o-finies,
alors il existe une unique mesure sur (Ey X Ea, 73 @ J5), noté puy ® e, telle que pour tout
A1 € L% et A2 S ,%,

p1 ® p2(Ar x Ag) = pn(Ar) pa(Az).

Par exemple, en prenant Fy = Fs =R, 73 = 5 = B(R) et u1 = p2 = Leb, on obtient
une mesure Leb®? sur R? qui satisfait

Leb®?([a1, bo] x [as, ba]) = (b1 — a1)(b2 — a2),

qui correspondant bien a la surface d’un rectangle. Par itération, on obtient une mesure
Leb®? sur R? qui satisfait

Leb®([ay,b1] X - -+ X [ag, bg]) = (b1 — a1) - - - (bg — aq).

On appelle Leb®? la mesure de Lebesque de RY et on remarque que B(R)®? = B(R?),
puisque les ouverts de R? sont engendrés par les produits d’ouverts de R.

Théoreme 1.16. Soit ui, po des mesures o-finies et f : Fy X Eo — R mesurable.

— (Fubini-Tonelli) Si f est positive, alors

/fdul ® po = / (/f(m,y) dm(fb)) dua(y /(/f z,y) dpa(y )) dp (),

et toutes les quantités présentes sont bien définies.

— (Fubini-Lebesgue) Si f € L'(u1 ® pa), alors la méme conclusion s’applique.

Le théoréme de Fubini-Tonelli nous donne que la condition f € L'(u; ® pg) s’écrit

/(/‘f(x’y)’d’“(x)) dpa(y) <o ou /(/!f z,y)| dpa(y )dm( ) < oo.

1.7 Changement de variables

Soit (E,.7,u) un espace mesuré et (E’, ') un espace mesurable. Etant donné une
application ¢ : E — E’ mesurable, la mesure image ., définie par @, u(A) := u(p=1(A))
pour tout A € E’, est une mesure sur (E’,.7’) et on a pour toute fonction mesurable
[+ E' — Ry (cf. Exercice 5),

/fow ) du(y /f ) dapu(

Cette derniere formule est une formule de changement de variable généralisée. Malheu-
reusement il n’existe pas de formule générale pour dp,u(z) et il faut travailler au cas par
cas.
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Cas de la mesure de Lebesgue de R%. Si i = Leb® et si ¢ : R? — R? est une
application bijective dont la matrice jacobienne J,(x) est inversible pour tout x € R,
c’est-a-dire si

det J, () := det {ajcpi(x)} #0

pour tout = € R? (on peut affaiblir toutes ces hypothese), alors il s’avere que @, p a une
densité par rapport a Leb®? qui est explicite (on a noté ¢;(z) la i-éme coordonnée de ()
et 0; la dérivée par rapport a la j-ieme variable). En effet, dans ce cas on a pour tout
f:R? = R, mesurable :

[ feewdy= [ f@)sac, ()| do.

Attention, notez bien que ce n’est pas le Jacobien de ¢ mais bien celui de son inverse ¢!

qui apparait ; on a donc dpsLeb(z) = [Jac,-1(7)[ dz. Notez aussi que I'existence de Jac,—1
est garantie par le théoréme d’inversion locale. On peut utiliser cette derniere formule avec
¢~ ! & la place de ¢ pour obtenir :

[ oo wdy= [ 1@ ac ()| da. (14)

Si on revient aux ensembles, en prenant f = 14 ou A € ZB(R?), et que I'on suppose
que @ est une application linéaire inversible (si bien que son Jacobien est constant et égal
a det ¢ # 0), alors on voit que

Leb(¢(A)) = | det | Leb(A).

Cette formule, qui décrit comment les volumes sont modifiés apres une transformation
linéaire, est ’essence méme de la formule générale (1.4).

— Fin du cours 2 —
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1.8 EXERCICES — Théorie de la mesure

Remarque préliminaire : R sera ici toujours équipé de sa tribu borélienne Z(R).

Exercice 1. Soit (F,.7,u) un espace mesuré. Montrer que :
(a) Pour tout A,B € Z, on a

n(AU B) < pu(A) + u(B)
et, si on suppose de plus que u(FE) < oo,
wAU B) = pu(A) + p(B) — p(AN B).

(b) Si A, € T et A, C A,41 pour tout n > 1, alors

Jim () = () 4 )
n>1

Exercice 2. On veut montrer que toute fonction étagée est mesurable. Soit (F,.7) un

espace mesurable et A € Z(FE). Montrer que la fonction caractéristique 14 : E — R est
mesurable < A € 7. Conclure.

Exercice 3. (a) Montrer que Q € #(R) et calculer sa mesure de Lebesgue.
(b) On consideére la fonction 1gno,1)- Quelle est son intégrale pour la mesure de Le-

besgue 7 Que peut-on dire de son intégrale de Riemann 7

Exercice 4. Soit E un ensemble et a € E. La masse de Dirac en a est 'application
définie sur & (E) par

da(A) =

0 sinon.

{1 sia€ A

(a) Montrer que d, est une mesure (on 'appelle aussi la mesure de Dirac).
(b) Montrer que pour toute fonction f: F — Ry, on a

[ £6a=1(@).

(c) On équipe (N, Z(N)) de sa mesure de comptage p définie par
u(A) = 37 6k(A).
k=0

Montrer que toute fonction f: N — R, est mesurable et que

[ran=3" 50
k=0
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Exercice 5. Soit (E, 7, u) un espace mesuré et (E’,.7’) un espace mesurable. On se
donne une application ¢ : £ — E’ mesurable.
(a) Montrer que la mesure image @.pu définie par p.u(A) = u(¢~1(A)) pour tout
A € E' est bien une mesure sur (E’, 7).
(b) Montrer que pour toute fonction mesurable f : E' — R, on a :

[ 1@ dounta) = [ 10 0(m) duty).

(c) Si(E,7,u) = (R, B(R), n) avec u la mesure de Lebesgue et ¢(x) = 23, donner une
forme explicite a @,pu. Méme question si (E, .7, 1) est maintenant I’espace mesuré
de Pexercice 4(c).

Exercice 6. Soit (F, 7, u) un espace mesuré et f : F — R, un fonction mesurable. On
considere la mesure v définie par

v(A) = /lAfd,u.

Montrer que v est une mesure sur (E, 7, ).

Exercice 7. On considere la relation d’équivalence sur [0, 1] donnée par z ~ y < = —
y € Q. On note [z] la classe d’équivalence associée a x € [0, 1] pour cette relation et &
I’ensemble des classes d’équivalence.

(a) Montrer que les classes d’équivalences forment une partition de [0, 1], ¢’est-a-dire

que [z]N[y] #@ <z ~yet
U [z =10,1].
lx]e?

Pour tout [z] € ¢, on choisit un élément py, € [r] de fagon arbitraire et on considére
Pensemble V' = {pp;) : [z] € €} (le fait que V soit un ensemble bien défini requiert
I’Axiome du choix).

(b) Montrer qu’on a les inclusions d’ensembles

0,1c |J V+qcl-1,2].
q€[-1,1]NQ

(c) En utilisant la propriété d’invariance par translation de la mesure de Lebesgue,
déduire que V ¢ A(R).

Exercice 8. Soit la mesure sur R définie par y = %1[0,1]da: + %50. Montrer que c’est une
mesure de probabilité et calculer [z du(x).

Exercice 9. Donner un exemple de mesure qui n’est pas o-finie.
Exercice 10. On considére la mesure u sur (R?, 2(R?)) définie par

1 2T
/fdu:—/ f(cos@,sin @) do
21 Jo

pour toute fonction f : R?> — R, mesurable. Est-ce que cette mesure est absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue de R? ?

13



Exercice 11. Soit (E,.7,pu) un espace mesuré et f, : E — R une suite de fonctions
mesurables. Sous quelles conditions a-t-on

ifnwzjinw?

Exercice 12. Démontrez le résultat suivant :

Soit I C R un ouvert et f: E x I — R telle que

1. @+ f(x,t) € LY(u) pour tout t € I,

2. Ouf(x,t) existe pour tout ¢t € I et u-presque tout = € E,

3. il existe g € L'(u) tel que |0, f(x,t)| < g(x) pour tout t € I.
Alors, pour tout ¢t € I,

d
0 [ @ tut) = [os@.0 nida).
Aide : On pourra utiliser I'identité (qu’on démontrera)

flx,t+e) —
€

fl,t) _ /1 O f(x,t + ue) du.
0
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2 Probabilités : Boite a outils

2.1 Variables aléatoires

Pour modéliser un événement dont I’issue est incertaine, on s’appuiera sur un espace
probabilisé que I'on a 'habitude de noter (2,.%,P). On peut le comprendre ainsi :

— Q : Pespace de toutes les réalisations possibles (I'univers).

— % : I'ensemble de toutes les questions qui ont un sens.

— [P : la mesure qui donne a chaque question une probabilité de réalisation.

Cet espace fera office d’outil pour faire marcher la théorie mais ne sera que rarement
explicité. Quand une propriété est vraie pour P-presque tout w € , c’est-a-dire avec
probabilité un, on dira plutdt qu’elle est vraie presque surement (abrégé p.s) ou avec
probabilité un.

Définition 2.1. Une variable aléatoire X a wvaleurs dans un espace mesuré (E,.T) est
une application mesurable X : Q — F.

Si A € 7, on notera P(X € A) plutot que P(X1(A)) = P{w € Q: X(w) € A});
notez que ces quantités sont bien définies car X est mesurable par définition. On utilisera
la notation, pour tout f: E — R mesurable positive ou absolument intégrable,

E[f(X)] ::/foX(w) dP(w).

Définition 2.2. La loi ux d’une variable aléatoire X est la mesure image X, P. En d’autre
termes, pour tout A € E on a P(X € A) = ux(A) et, pour tout f : E— Ry mesurable,

E[f(X)] = [ fo X()dP@) = [ f(@) dyux (o).

Une fagon pratique de caractériser la loi d’une variable réelle X est de considérer sa
fonction de répartition,

Fx(t) =P(X <t) = px(]—o0,t]), tER,

ou encore sa transformée de Fourier (a un signe preés), qu’'on appelle en probabilités plutot
la fonction caractéristique de X,

ox(t) :=E[eX] = /eitzdux(x).

En effet ces deux transformations de la mesure px, qui ne dépendent plus que d’un pa-
rametre ¢ et non de toute une classe de fonctions f, caractérisent les lois des variables,
c’est-a-dire que si Fx(t) = Fy(t), ou px(t) = py(t), pour tout ¢t € R, alors ux = uy.
Dans ce cas on dit que X et Y sont égales en loi.

Si la fonction de répartition n’admet pas de généralisation en dimension supérieure, ce
n’est pas le cas de la fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire X de R,

px(®) = E[0] = [ddux(@),  teRY,

ot (t,x) = ttex = 2% | t;z; est le produit scalaire usuel de R, qui caractérise également
la loi de X.
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Définition 2.3. Deux variables aléatoires X1 : Q — (E1, 71) et Xo : Q — (E2, %) sont
indépendantes si, pour tout A1 € 91 et Ay € F, on a :

P(Xl € Al,XQ € AQ) = ]P)(Xl S Al)P(XQ € AQ)
De fagon équivalente,

X1 et X5 sont indépendantes

E[f(X1)g9(X2)] = E[f(X1)][g(X2)] pour tout f,g mesurables positives
(X1, X5) = HX; @ HX,

S Px,x0) () = wx, (t1)px, (t2) pour tout ¢t = (t1,t2) € R2.

¢

Si X1,...,X, est une suite de variables de méme loi p et que X; et X; sont indépendantes
pour tout ¢ # j, on dira alors que Xi,..., X, est une suite de variables indépendantes
identiquement distribuées, abrégé i.i.d, de loi p.

2.2 Variables aléatoires réelles

On dira que X est une variable aléatoire réelle si elle est a valeurs dans (R, Z(R)) et,
sip>1,on écrit X € LP si

EXP) = [ 1X(@)P dPw) = [ fal? dyux (@) < oo.
L’espérance ou la moyenne de X € L' est définie par

E[X] := /X(w) dP(w) = /:Cdux(x).
On définit aussi sa variance par
Var[X] := E[X?] — E[X]?

des que X € L?, qui est une mesure de la dispersion de la variable X autour de sa moyenne
E[X], et son écart-type par la racine carrée de la variance, oy := Var[X]"/2. Remarquez
que X — Var(X) est une forme quadratique de forme bilinéaire associée

Cov(X,Y) := E[XY] — E[X]E[Y],

qu’on appelle la covariance de deux variables aléatoires X,Y € L?. On a d’ailleurs l'in-

égalité de Cauchy-Schwarz,
|Cov(X,Y)| < y/Var(X)Var(Y),

qui montre que la correlation entre X et Y satisfait

Cov(X,Y)
Var(X)Var(Y)

Corr(X,Y) := € [-1,1].

Notez que si X et Y sont indépendantes alors Cov(X,Y) = 0 mais il faut garder en téte
que la réciproque est fausse.
Présentons rapidement quelques lois usuelles qu’on ne peut contourner en statistiques.
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Loi gaussiennes A (i,0%). On dit que X est une variable gaussienne ou normale d’espé-
rance (ou de moyenne) m et de variance o2, ce qu’on écrit de fagon abrégé X ~ N(m,c?),
si la loi de X a une densité par rapport a Leb donnée par

]. 2 2
f(z) = e~ (@—m)?/(207)
(@) V2mo?
On voit qu'une variable gaussienne est complétement caractérisée par E[X] = m et

Var(X) = o2. Aussi, si X ~ N(0,1), ce qu’on appelle une variable gaussienne standard,
alors
oX +p~N(m,o?). (2.1)

On inclut implicitement dans la définition qu’une variable gaussienne de moyenne m et de
variance o2 = 0 c’est la variable aléatoire de loi 6,,, c’est-a-dire constante p.s. égale a m.

Lois Gamma I'(k,0). On dit que X suit une loi Gamma de parameétre de forme k > 0
et de taux 6 > 0 (ou d’échelle A = 1/0), et on écrit X ~ I'(k,0), si la loi de X a une
densité par rapport a Leb donnée par

f(z) = i 2Fle™™0 1 (x)
(k) (0,400

ot I'(k) est la fonction Gamma d’Euler . Ces lois sont stables par addition quand 6 est
fixé : On peut montrer que

X ~I(k0), Y ~TI(0), X,Y indépendantes = X+Y ~T'(k+17,0).

Quelques cas particuliers :

— Quand k = 1, on dit que X suit une loi ezponentielle de parametre 6 et X ~ E(6).
Elle a la propriété dite d’absence de mémoire P(X > s +1t) = P(X > s)P(X > )
et intervient souvent dans la modélisation de durées de vie (de composants élec-
troniques, d’atomes radioactifs, etc), ot le probléme est de retrouver le parameétre 6.

— Quand k = d/2 et 0 = 1/2, X suit une loi du x* & d degrés de liberté et X ~ x2.
Il s’avere que c’est la loi de la norme euclidienne au carré d’un vecteur gaussien
standard : Si X7,..., X4 sont i.i.d de loi N(0,1), alors X% + --- + Xg ~ X?l' Cette
loi est utilisée de facon clef dans les test du x? (test d’adéquation, d’homogénéité
et d’indépendance).

2.3 Vecteurs aléatoires

Si X est & valeur dans (R, Z(R%)), on dira que X est un vecteur aléatoire. Si X =

t(X1,...,X4) avec X; € L' pout tout j, on définit son espérance comme le vecteur des
espérances de ses entrées, E[X] := *(E[X1],...,E[Xy4]), et sa matrice de covariance par
d
EX = [(COV(XZ,X])} -
Z7j:

7. T'(u) = fooo 2" 'e™®dx pour u > 0. Elle satisfait I'équation I'(u 4+ 1) = ul'(u) et en particulier
I'u+1) = u!si u € Ncar I'(1) = 1; c’est donc une extension continue de la factorielle. On a aussi la
formule utile I'(1/2) = /7.
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si X; € L? pour tout j. Notez que X x est une matrice symétrique semi-définie positive.
Il s’avere que toute matrice symétrique semi-définie positive est la matrice de covariance
d’un vecteur aléatoire, ce qu’on 'on peut vérifier avec un vecteur gaussien.

On dit que X est un wecteur gaussien standard de R?, et on écrit X ~ N(0, 1), si
X =Y%Xy,...,Xy) avec X1,..., Xy des variables i.i.d N(0,1). Plus généralement, pour
tout matrice symétrique semi-définie positive ¥ et m € R?, le vecteur aléatoire

12X 4+m

ou X ~ N(0, 1) est un vecteur gaussien N'(m, ). Ici, $1/2 est n’importe quelle matrice
qui satisfait
21/2 . tEI/Q -¥

et la loi d’un vecteur N'(m, X) ne dépend pas du choix spécifique de $1/2 Une telle matrice
peut par exemple étre obtenue par diagonalisation®. Un algorithme classique qui fourni
»1/2 est I’algorithme de Cholesky. On fera le lien avec (2.1).

Proposition 2.4. (a) X est un vecteur gaussien < pour tout o = *(avy, ..., aq) € RY,
la variable réelle (X, a) = on X1 + -+ + g Xq est gaussienne.

(b) Pour toute matrice A de taille appropriée, on a :

X~N(m,X) = AX ~N(Am,AXtA).

(c) 8i % est inversible, alors X ~ N(m,%) a une densité par rapport d Leb®?,
fz) = L teemziem)2
(2m)e det (%)
(d) Si X =%Xy,...,X,) est un vecteur gaussien, alors

X; et X; sont indépendants <  Cov(X;, X;) =0.

Remarquez que (X, ) représente la projection de X sur la droite vectorielle engendrée
par a. Ainsi, (a) dit qu'un vecteur aléatoire est gaussien si et seulement toutes ses pro-
jections sont des gaussiennes unidimensionnelles. En particulier, en projetant sur chaque
droite engendrée par élément de la base canonique e; de R?, on voit que les entrées d’un
vecteur gausien sont des gaussiennes. Cependant on peut construire des vecteurs dont
chaque entrée est gausienne qui n’est pas gaussien (et méme de fagon a ce que sa matrice
de covariance soit 'identité), cf. Exercice 4.

— Fin du cours 3 —

On va maintenant prouver la Proposition 2.4. La clef est d’utiliser la forme expli-
cite de la fonction caractéristique d’un vecteur gaussien que l'on calcule maintenant.

&. En effet, comme Y x est symétrique semi-définie positive on peut diagonaliser Y x dans une
base orthonormée, £x = ®Odiag(A1,..., a)O avec \; > 0 et O'O = I, et définir E;cn =
tOdiag(v/A1, - .., VAq)O qui satisfait bien E¥2 - t2¥2 = Y x. De plus, notez que tZ;(/Q = E¥2
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D’abord, rappelons que si X ~ A(0,1) alors px(t) = e_tg/z, cf. Exercice 5. Mainte-

nant, si X = ¥(X1,..., Xy) ~ N(0,I;), on a par indépendance des entrées de X pour tout
t="%(ty,...,tq) € R? que

ox(t) = [[ox,(t;) = [[e 5/ = e 00/,
; =
Du coup, si X = 2Y2Z +m ~N(m,X) ou Z ~N(0,1;), on a

SOX(t) _ E[ei<t,X>] _ ei(t,m) E[ei@,Z}l/QZ)] _ ei<t’m>@z(t21/2t),

et donc, comme

SOZ(tEUQt) _ e—<t21/2t,tzl/2t>/2 _ e—(t,21/2t21/2t)/2 _ e—(t,Et)/2’
on obtient
X~ NmX) &  ox(t)=tm=t30/2 ¢ o rd (2.2)
En particulier, en dimension d = 1, on obtient
X ~N(m,o?) & ox(t)= Qltm—o’2/2 4 e R (2.3)

Démonstration de la Proposition 2.4(a). Si a € R et X ~ N (m, ), alors on a

E[eit<a,X)] _ E[ei<ta,X>] _ ei(ta,m)—(ta,Eta) _ eit(a,m}—tQ(a,Ea) teR,

Y

et donc (a, X) ~ N ({a, m), (e, Xcx)). Réciproquement, supposons maintenant que (o, X)
est gaussien pour tout o € RY mettons (o, X) ~ N (mq,02). Comme Iespérance est
linéaire, on voit que a — mq est une forme linéaire, et donc il existe m € R? tel que
ma = (o, m); en fait m = *(me,, ..., me,) convient, oll ey, ..., eq est la base canonique de
R, De facon similaire, o — o2 est une forme quadratique et on note ¥ sa matrice dans

la base canonique, qui satisfait 02 = taXa pour tout o € R?; plus précisément, on prend

Yij = b(es, e5) o b(e, B) = %(aiJrB — 02— ag). On a donc

E[ei(a,X>] _ eimafoi/Q _ ei(a,m)7<a,2a>/2

pour tout o € R%, et donc X est bien un vecteur gaussien, de loi N'(m,X). d
Démonstration de la Proposition 2.4(b). On a pour toute matrice A de taille d x d,

pax(t) = E[ei<t,Ax>] _ ng(tAt) _ ei<tAt,m>+(tAt,2tAt> _ ei(t,Am>+<t,A2tAt>

ce qui prouve (b). O
On prouvera (c) dans I'Exercice 9.
Démonstration de la Proposition 2.4(d). Si on pose o := ue; + vej, alors on a

SD(Xi,Xj)(ua U) _ ]E[ei(UXi+vXj)] _ E[ei(a,X>] _ ei(a,m>e—(a,2a)/2
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et on calcule alors que, pour tout u,v € R,

ium;+-ivmy; —(u” 22002 +v° 055 —uvi;
i iwm; o —(u? ii+2uvsi;+v°5;5) /2 i;

P(x;,x,)(u,v) = e = ¢xi(u)px;(v)e

ou l'on a utilisé que, comme on I'a vu dans la preuve du point (a) de la proposition,
X; = (X, e;) ~ N((m,e;), (e;, Xe;)) = N(my, Xi;) ainsi que (2.3). On voit alors que X; et
X sont indépendants si et seulement si ¥;; = Cov(X;, X;) = 0. O

Une remarque concernant le point (c) : Si ¥ n’est pas inversible, X n’a pas de densité
par rapport & Leb®? mais est portée par le sous-espace affine X/ 2(R%) + p de dimension
le rang de ..

On utilise souvent en statistiques I’observation suivante, attribuée & Cochran, qui s’in-
téresse au cas particulier ou ¥ = Il est une matrice de projection sur un sous-espace
vectoriel V de R? et m = 0. Rappelez-vous qu’une matrice de projection orthogonale
satisfait IIy = Iy = H%/ et IIy, est donc sa propre racine carrée.

Théoréme 2.5 (Cochran). Soit X ~ N(0,1;). Si V C R? est un sous-espace vectoriel de
dimension k et Iy est la matrice de la projection orthogonale sur V, alors ||y X ||> ~ x2.
De plus, Iy X et I1;,1 X sont indépendants.

Notez que si V' = Vect(ey,...,er) avec ey, ..., e, la base canonique de R? ce résultat
est évident (c’est clair?). Pour traiter le cas général, on utilise que la loi d'un vecteur
gaussien standard N(0, I;) est invariante sous les isométries (on dit qu’il est isotrope)
pour se ramener a ce cas particulier.

Démonstration. Soit e, ..., eq la base canonique de R? et

Il := diag(1,...,1,0,...,0).

Si V' est un sous-espace quelconque de dimension k, il admet une base orthonormée
v1,...,U5, que l'on peut compléter en une base orthonormée vi,...,vgy de R Soit O
la matrice de passage de la base canonique (e;) a la base (v;); c’est une matrice ortho-
gonale car ces deux bases sont orthonormées, et donc OO = *OO0 = I;. En fait, on peut
méme vérifier que O;; = (e;,v5). On a alors Iy = OI1,tO. La clef de la preuve est que
tOX ~ N(0,*00) = N(0, 1), et en particulier que *OX = (¥7,...,Y;) avec des va-
riables Y; ~ N(0, 1) indépendantes. On voit alors que II;*0OX = *(Y,...,Y},0,...,0) et
(I —TI,)*0X =%0,...,0,Y41,...,Y,) sont indépendants. Comme ITyy X = OI[,*0X et
,. X = O(I, —y)*OX, on obtient que Iy X et II;,. X sont indépendants. De plus, en
utilisant encore que O est une isométrie, on a ||l X||? = |OI*OX|? = |[II,*0X|? =
Y2+ + Y2~ i O

2.4 Quelques inégalités importantes
Théoréme 2.6 (Inégalité de Markov). Si X est une variable aléatoire positive,

E(X)

P(X >¢) < =
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Démonstration. Comme X > €lx~. (dessin) pour tout € > 0, on a
E[X] :/Xd]P’Zs/Xle’za]P’(X>5).
O

En écrivant P(|X — E[X]| > ¢) = P(|X — E[X]|? > £?) et en appliquant I'inégalité de
Markov & la variable (X — E[X])?, on obtient :
Corollaire 2.7 (Inégalité de Tchebychev). Si X est une variable réelle L' alors
Var[X]
< .

P(|X —E[X]| > <)

L’inégalité de Tchebychev montre que la variance controle I’étalement de la variable
autour de son espérance. Notez que si X est un vecteur aléatoire L', au sens ol chacune
de ses entrées X; est L', et | - | représente la norme euclidienne, alors le méme argument
montre que :

E(|X iE[X” ) — ;ZVar[Xi]-

P(X - E[X]| > &) < =

Théoréme 2.8 (Inégalité de Jensen). Si X : Q — R? est une variable L' et p : R — R
est une fonction conveze telle que p(X) € L', alors

p(E[X]) < E[p(X)].

Rappelons qu’une fonction conveze ¢ : R* — R satisfait par définition, pour tout
a € [0,1] et tout x,y € R, I'inégalité p(az + (1 — a)y) < ap(z) + (1 — a)p(y). On peut
aussi montrer quune fonction convexe R? — R est forcément continue®. Si ¢ : R? — R
est différentiable, alors ¢ est convexe si et seulement si (Vo(x) — Vo(y),z —y) > 0 pour
tout z,y € R En particulier, si la matrice Hessienne de ¢ est bien définie en tout point
et est semi-definie positive, alors ¢ est convexe. En dimension d = 1, cela revient a dire
que ¢’ est croissante ou que ¢” > 0.

En appliquant 'inégalité de Jensen & ¢(z) = |z|, on retrouve que |E[X]

| < E|X]|. En
prenant ¢(z) = 22 on voit que E[X]? < E[X?], qui est équivalent & Var(X) > 0.

Démonstration. On montre par une simple récurrence que la convexité de ¢ est équivalent
& : pour tout m > 1, tout o, ..., a, € [0,1] tels que 3.7, o; = 1 et tout z1,...,z, € RY,

<P( i%iﬂz’) < iai o(x;). (2.4)

Maintenant, si la loi de X est discrete de la forme

px =Y ibs,, (2.5)
1=1

#&. Remarquez que la fonction définie sur [0,1] par f = 1y} est convexe mais non continue et que la
fonction définie sur R par f(z) = x sur [0, +oo[ et f(z) = 400 sur | — oo, 0] est convexe mais pas continue.
Pour que convexité implique continuité, il faut que f soit définie sur un ouvert conveze et finie en tous
points.
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alors I'inégalité de Jensen est exactement (2.4). On va obtenir le cas général par approxi-
mation, un type de raisonnement tres courant qu’il nous parait utile de détailler sur cet
exemple. Pour cela, on admettra® que pour toute mesure de probabilité p & support com-
pact, c’est-a-dire si il existe R > 1 tel que u(Bgr) = 1 avec Bg := {r € R?: |z| < R},
il existe pour tout n une mesure de probabilité yu, de la forme (2.5) telle que, pour toute
fonction f : R4 — R continue

Jim [ fdu = [ £an.

Du coup, si la loi px de X a un support compact, on I'approxime avec une telle suite de
mesures discretes et, en utilisant que ¢ est continue, on obtient

P(EX)) = ¢ ( [ )
o f o)
o foin)

< lim </s0(:c)dun> Z/wdux = E[p(X)].

n—o0

Il reste & nous débarrasser de I’hypothese supplémentaire que la loi de X est a support
compact. On va encore procéder par approximation : si pux n’est pas a support compact,
posons ,u§ = ml Bp lx pour tout R > 1, qui est une mesure de probabilité a support
compact. On a alors par convergence dominée et continuité de ¢,

P(EX)) = ¢ (Ji_[zaufi))

R—o0

— tim o ( [ 2 duf@))
< Jim [ o) duft (@) = Blp(0)].

— Fin du cours 4 —

Théoréme 2.9 (Inégalité de Holder). Si X,Y : Q — R sont des variables aléatoires
réelles telle que X € LP et Y € LY avecp > 1 et q:=p/(p—1) > 1 alors XY € L' et

E|XY| <E[X]]/*E[[Y|*]"".

&. Ce résultat est une conséquence de théorémes classiques d’analyse fonctionnelle et peut étre prouvé
de la fagon suivante : L’espace P(K') des mesures de probabilité supporté dans un compact fixé K C R? est
un sous-ensemble compact et convexe de Pespace des mesures de R?. Ce dernier est un espace localement
convexe une fois équipé de la famille de semi-normes p +— f fdu indexée par les fonctions continues
f + K — R. Le théoréme de Krein-Milman implique alors que P(K) est la fermeture de ’enveloppe
convexe de ses points extrémaux, qui sont exactement les masses de Dirac ..
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Notez que ¢ est défini tel que % + % = 1. Aussi, I'inégalité s’entend au cas p = 1 et
donc “q = oo” car on a

E|XY| <E[|X|]sup|Y|
des que Y est une variable bornée.

Démonstration. Comme @(x) := |z|P est convexe dés que p > 1, I'inégalité de Jensen nous
donne pour toute variable Z réelle [E[Z]|P < E[|Z?|] et donc E[Z] < E[|Z|P]'/P. On va
symétriser cette relation : pour o > 1 on écrit

E[XY(] = [ |X|v|dP

X
=E[|Y]¥] /Zd@
ou l'on a posé
- 1
Z = |X|Y|""" et P:= ———|V|*dP.
E[]Y]*]

Remarquez que P est une mesure de probabilité et que Z < co P-p.s. L’inégalité de Jensen
nous donne alors

. A\ /P 1 1/p
Jzap<([izpar) " = ([ pxpypt-eear)
EflY]e]

et finalement

1/p
B[XY) <EY")7 ([ 1Xpiypo-me )

Maintenant, p(1 — «) + o = 0 si et seulement si & = p/(1 — p), et dans ce cas l'inégalité
de Holder est prouvée. ]

2.5 Convergence de variables aléatoires

On consideére ici une suite de variables aléatoires X,, : Q@ — FE, c’est-a-dire toutes
définies sur le méme espace probabilisé (€2, %, P) et a valeurs dans le méme espace métrique
complet E, équipé d’une distance d et de la tribu des Borelien #(FE) associée aux boules
ouvertes pour d; dans la suite, E sera souvent R ou R? et on prendra pour distance la
distance (et donc la topologie) euclidienne d(z,y) = ||z — y||. On considére aussi une
variable supplémentaire X définie et a valeur sur ces mémes espaces.

— On dit que X, converge presque surement vers X quand n — oo si

lim d(X,(w),X(w)) =0

n—o0

pour P-presque tout w € €. On écrit

.S
X, =

n—o0

C’est assez exigeant comme convergence et elle dépend de comment on a construit 2. Une
notion de convergence un peu plus faible est la suivante :
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— On dit que X,, converge en probabilité vers X quand n — oo si
nli_}ngop(d(Xn,X) >e)=0

pour tout € > 0. On écrit
X, —— X
n—oo
En effet, la convergence presque stire implique la convergence en probabilités. La conver-
gence en probabilité n’implique pas forcément la convergence p.s mais si X, — X en

probabilités alors il existe une sous-suite X,(,) qui convergence p.s vers X (c’est une
conséquence de Iexercice 12).

— On dit que X,, converge en loi ou en distribution vers X quand n — oo si

E[f(X)] = [ Fdux, — [ Fdix = B[7(X)] (2.6)

pour toute fonction f: E — R continue bornée. On écrit

loi

X—>X

Si les convergences p.s. et en probabilité dépendent fortement de 'espace (2,.%,P) sur
lequel sont construites les variables aléatoires, ce n’est pas le cas de la convergence en loi.
La convergence en probabilité implique la convergence en loi mais la réciproque est fausse
Par contre, si X,, — X en loi, alors on peut construire un espace probabilisé (Q F ]P’) et
des variables aléatoires X, : O — E et X, : @ = E qui ont respectivement la méme loi
que X, et X, et telles que X, = X ]P’—p.s.; ce résultat est connu comme le théoreme de
représentation de Skorokhod.

En utilisant que X est une variable aléatoire, on peut montrer qu’il est suffisant de
montrer la convergence (2.7) pour toute fonction f continue & support compact. Mal-
gré cela, cette caractérisation n’est pas toujours pratique et peut utiliser des fonctions
génératrices pour simplifier la tache. En effet, si X,, et X sont a valeurs dans R, alors

X, 95X o Fx,(t) = Fx(t) pour tout ¢ la ou F est continue

n—oo

et plus généralement, si X,, et X sont & valeurs dans R?, alors

loi

Xn —=X < ox, (t) = ©x(t) pour tout t € RY.

— On dit que X, converge vers X dans LP quand n — oo si

lim E[d(X,, X)?] =0, (2.7)

n—oo
ce qu’on écrit
LP
X, — X.

n—00

Si (E,d) = (R,|-|) et p’ < p, alors inégalité de Holder montre que E[|X|P'] < E[| X [P/,
ce donne linclusion P C LP , et de plus

Lp Lp
X, — X = X, — X.
n—00 n—00
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2.6 Loi des grands nombres

Théoréme 2.10 (Loi des grands nombres). Soit X vecteur aléatoire de R? qui est L. Si
(Xi)i>1 est une suite de copies i.i.d de X, alors

1 n
-> X, ——E[X] ps.
n

; n—00
=1

Preuve (sous I’hypothése supplémentaire L*). 11 suffit de traiter le cas d = 1, car le cas
d > 1 s’obtient en traitant composante par composante. On fait I’hypothese supplémentaire
que X € L* pour simplifier la preuve; le cas L' demande beaucoup plus de travail. Quitte
A travailler avec la variable X; = X; — E[X] a la place de X;, on peut supposer que

E[X] = 0. On pose X, := 13" | X;. On va étudier le comportement de E[X,"] en n.

n
Pour se faire, en développant les produits de sommes,

n 4 n
<Z Xi> =3 XM+ XX+ XPX0+ > XPX X+ > XiX;XpX,
i=1 i=1 i#j i#j ik ik

et en utilisant que le X; sont des copies indépendantes de X et que E[X;] = 0, on obtient
n 4
E (ZXZ) = nE[XY 4+ n(n - DE[X?? <E[X*n?.
i=1

Maintenant, en utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli, on a :

E lixn“] 3 E|X,'| <E[X"] ile < oo.
n=1

n=1 n=1

Par consequent,
o0
— 4
E X, <oo p.s.
n=1
car autrement cette somme aurait une espérance infinie. Et comme une série convergente

, . s s . , ~ 4
a nécessairement un terme général qui tend vers zéro, on a X,,” — 0 p.s. quand n — oo,
et donc finalement X,, - 0 = E[X] p.s. O

Remarque 2.11. On pourrait tenter la méme approche avec le moment d’ordre 2 en
supposant seulement que E[X?] < oo, mais un caleul montre que E[(£ 3", X;)?] est d’ordre
1/n, dont la série n’est pas convergente. Les moment d’ordre impair ¢a ne marche pas non
plus car E[(% > Xi)3] nest pas forcément positif.

L’argument final est souvent isolé dans un résultat treés utilisé en probabilité, attribué
a Borel-Cantelli. On définit d’abord la limite supérieure d’une suite d’événements : Etant
donné une suite de sous-ensembles (A, ),y d’un ensemble €2, on pose :

limsup A, = () Ak:{weQ: Vn € N, EIantelqueweAk}.
neNk>n

De fagon équivalente, w € limsup A,, < lensemble {n € N: w € A,} est infini.
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Théoréme 2.12 (Théoréme de Borel-Cantelli).

oo
ZP(An) <oo = P(limsupAn) =0.
n=0

Démonstration. En utilisant le théoreme de Fubini-Tonelli on a, par hypotheése,

E [Z 1An1 = E[14,] =) P(A,) < .
n=0 n=0 n=0
Par conséquent,
P(IimsupAn) =P (Z 1y, = oo) =0.
n=0
O

Le théoreme de Borel-Cantelli est 1'un des rares outils probabilistes qui donne une
condition suffisante pour obtenir une convergence presque siire.

— Fin du cours 5 —

2.7 Théoréme central limite

La loi des grands nombres stipule que la moyenne empirique X,, := % Yo X est ps.
une bonne approximation de la vraie moyenne E[X]| pourvu que n — co. Mais & partir
de quand “n est assez grand”? Un réponse partielle est apporté par le théoreme central
limite, qui dit en gros que les fluctuations de X,, autour de E[X] sont d’amplitude 1/y/n
et de nature gaussienne.

Théoréme 2.13 (Théoreme central limit). S7 (X;)i>1 est une suite de copies indépen-
dantes d’un vecteur X € L? de matrice de covariance ¥, alors

N (izn:X - E[X]) —5 N(0,%).
i=1

Démonstration. Quitte & travailler avec X; := (X; — E[X]) & la place de X;, on peut
supposer que E[X] = 0. Comme X € L2, on voit que px est deux fois dérivable par
théoreme de dérivation sous le signe intégral et

(91(,0)(@) = iE[Xiei<t’X>], (9i6j(px(t) = —E[Xinei<t’X>].

Plus précisément, comme px (t) = [ f(-,t)dux avec f(x,t) := e pour tout t € R? et
on a, puisque X € L? par hypothése,

— f(x,t) est C® en x,t € R%.

— pour tout t € R, |9, f(z,t)| = | X;el®V| = | X;| € L

— pour tout t € R, |9;0,f(X, )| = | X;X;e!@"| = |X;X,| € L' par Cauchy-Schwarz,
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et on peut conclure comme dans ’exercice 12 du chapitre précédant. En particulier, on a :
Vex(0) =iE[X], Hess[px (0)] = —X.

Une propriété importante de la fonction caractéristique est que, si X,Y sont deux v.a.
indépendantes et a € R,

pxvy () =ox () xpy(t),  pax(t) = px(at).

Ainsi, on a pour tout ¢t € R fixé, quand n — oo,

@ﬁ X (t) = ‘PZLI Xl(ﬁ)
Tt

= @X(ﬁ)n

- <90X(0) + \/15@, Vex(0)) + % (t, Hess[px (0)]t) + O(%))n

1 1\ "
=(1- 5 (6.50) + o(1))
_ enlog(l—ﬁ (t,5t)+o(1/n))
_ o= (t3)/2+0(1)
Comme e~ #¥1/2 gt la fonction caractéristique d'un vecteur N (0,%), le résultat est
prouvé. O

Ce résultat reste asymptotique : erreur /n(X,, —E[X]) converge vers une gaussienne,
mais a quelle vitesse? Une réponse (partielle) est apportée par le Théoreme de Berry-
Essen.
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2.8 EXERCICES — Probabilités

Exercice 1. Montrer que si Var(X) = 0 alors X est constante p.s.

Exercice 2. Soit X ~ B(p) une variable de Bernoulli de paramétre p €]0, 1], définie par
P(X =1) =1-P(X = 0) = p. Quel est sa loi ux ? Montrer qu’elle a une densité par
rapport a u = &g + 01. Généraliser au cas d’une variable aléatoire quelconque & valeurs
dans un espace discret.

Exercice 3. Montrer que si X ~ £(0) alors pour tout s,t > 0,

P(X >s+1t)=P(X > s)P(X >1t).
Exercice 4. Soit X ~ N(0,1) et Z définie par P(Z = —1) = P(Z = 1) = 1/2 qu’on
suppose indépendante de X. On considere la variable Y := ZX.
(a) Montrer que Y ~ N(0,1).

(b) Calculer Cov(X,Y). Est-ce que X et Y sont indépendantes ?
(c) Est-ce que le vecteur aléatoire *(X,Y) est un vecteur Gaussien ?

Exercice 5. Calculer la fonction caractéristique (t) := E[eX] de X ~ N(0,1).
Aide : On pourra montrer que @' (t) = —tp(t).

Exercice 6. On admet® que la fonction caractéristique d’un loi Gamma I'(k,60) est
0 k
t) = .
o) (9 - it)

X ~T(k,0), Y ~T(0), XY indépendantes = X +Y ~T(k+/,0).

(a) Montrer que

(b) Soit X1, ..., X, des variables i.i.d A(0,1). Calculer la densité de la variable X?
puis montrer que X7 + -+ + X2 ~ I'(d/2,1/2).

Exercice 7. On suppose que X est une variable aléatoire réelle.
(a) Montrer que
lim P(|X|> R)=0.

R—o0

(b) Si on suppose de plus que X € LP, montrer que
E|XP
P(|X| > R) < -

X1] < o0, alors

C

< eaR'

et que, si il existe a > 0 tel que C := E[e
P X[ > R)

Discuter cette derniére condition pour X ~ N (0,1) et X ~ £(6).

M. mais on pourrait le montrer de la méme facon que dans I'exercice 5.
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(¢) Que pensez vous de la décroissance de P(|X| > R) quand R — oo pour une variable
X de Cauchy, c’est-a-dire de densité

par rapport a Lebesgue ?
Exercice 8. Soit X une variable aléatoire réelle. Montrer que
oo
E|X]| = / P(IX| > ¢)dt.
0

Aide : On pourra utiliser le théoréme de Fubini-Tonelli.
Plus généralement, montrer que pour ¢ : Ry — R croissante et dérivable p.p,

E[e(XD] = [ TGO P(X] > t)dt + o (0)

et donner des formules explicites pour ¢(z) = aP et p(z) = **.

Exercice 9 (Densité d’un vecteur gaussien). Soit Xi,..., X, i.i.d N(0,1).
(a) Donner la densité du vecteur aléatoire X = ¥(X1,..., X,) par rapport a la mesure
de Lebesgue de RY.
(b) Sim € R? et A € GLy4(R), donner la densité du vecteur aléatoire AX + m.
(¢) Que peut-on dire si A n’est pas inversible 7

Exercice 10 (Dessine-moi un vecteur gaussien). A l'aide de R, simuler et repré-
senter graphiquement 100 réalisations indépendantes d’un vecteur gaussien de R? de loi

N(0,%) o :

On donnera dans chaque cas la densité par rapport a Lebesgue si elle existe.

Exercice 11 (Convergences de sommes). Soit (X,,) et (Y},) deux suites de variables
aléatoires et X,Y deux variables aléatoires & valeurs dans (R?, || - ||). Montrer que :
(a) X, > X p.s. et Y, = Y p.s. implique que X, +Y, - X +Y p.s.
(b) X,, — X en probabilité et Y,, — Y en probabilité implique que X,, +Y,, - X +Y
en probabilité.
(¢) X, = X enloi et Y,, = Y en loi n'implique pas que X,, +Y¥,, - X +Y en loi.
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Exercice 12 (Un critére important de convergence p.s). Soit (X,,) une suite de
variables aléatoires et X une variable aléatoire a valeurs dans le méme espace métrique
(E,d). Montrer que si pour tout € > 0 on a

ZIP(d(XmX) >¢e) <00
n=1
alors X,, =& X p.s.

Exercice 13 (Borel-Cantelli, le retour).
(a) Soit une suite (A,)n>1 de .#. Montrer que

P(limsup A4,) =1 — lim P( ﬂ Af).

n—00
k>n

(b) En déduire que si on a la condition d’indépendance suivante :

P(() A7) = [T P(4%),

k>n k>n

alors

Z P(A;,) = o0 = P(limsup 4,,) = 1.
n=1 n

(c) Soit (X;);>1 une suite i.i.d de loi exponentielle £(0) et o > 0. Montrer que

P(max X; > alogn pour une infinité de n) =
1<i<n

0 sia>2/6
1 sia<2/6

(d) Soit X,, une suite de variables indépendantes ou X, est une variable de Bernoulli
de parameétre 1/n. Montrer que X,, — 0 en probabilité mais pas presque stirement.
Donner une sous-suite (X)) qui converge p.s. vers zéro.

Exercice 14. (Lemme de Scheffé). Soit X,, une suite de variables & valeurs dans
(E,.7) de densité f,, par rapport & une mesure de référence v sur E. On suppose que
fn — f v-p.p et que f est une densité, c’est-a-dire que [ fdv=1et f > 0.
(a) Montrer que [ |f, — f|dv — 0 quand n — oo.
(b) En déduire que X,, — X en loi, ou X est une variable de loi fdv, et qu'on a méme
la convergence uniforme :

sup |[P(X,, € A) —P(X € A)| —— 0.
AcT n—0o0

(¢c) Montrer que, si F est discret, alors X,, — X en loi si et seulement si,
Ve € E, lim P(X,, =¢) =P(X =e).
n—oo

(d) Montrer que, si X, suit une loi de Student ! de parameétre n, alors X,, convergence
en loi vers une variable A(0,1) quand n — oo.

n+1 n+1l
1. Student de paramétre n veut dire de loi & densité fn(z) = 2= i )(1 + ﬁ)f 2 par rapport a

la mesure de Lebesgue sur R.
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Exercice 15 (Convolution). Montrer que si X et Y & valeurs dans R? sont indépen-
dantes de densité respectives f et g par rapport a Lebesgue, alors X 4+ Y a une densité
par rapport a Lebesgue donnée par le produit de convolution de f et g,

£+ g(a) = [ £z~ pg(u)dy.

Exercice 16 (Entropie relative). Soit u et v deux mesures de probabilité sur (E, 7).
L’entropie relative, ou divergence de Kullback-Leibler, de u par rapport a v est définie de
la fagon suivante :

H(ulv) = { S j—fj log j—ff dv  si p est absolument continue par rapport a v,
_|_

sinon.

Si X et Y sont des variables aléatoires de lois p et v, on écrira aussi H(X|Y).
(a) Montrer qu’il existe une variable aléatoire Z > 0 telle que E[Z] =1 et

H(ulv) = E[Zlog Z],

et en déduire que H (u|v) > 0.

(b) En admettant qu’on a égalité dans 'inégalité de Jensen p(E[X]) < E[p(X)] si et
seulement si, ¢(x) = Az + B ou X est une constante p.s, montrer que H (u|v) =0
si et seulement si p = v.

(c) Si X et Y ont respectivement pour densité f et g par rapport a une mesure de
référence 7, exprimer H(X|Y) en terme de f et g.

(d) Si X; ~ N (m;,02) sont des gausiennes réelles, calculer H(X1|X5).
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3 Espérance conditionnelle

Dans cette section, on fixe un espace probabilisé de référence (2, #,P). Aussi, X sera
toujours une variable a valeurs réelles. On identifiera deux variable aléatoires qui sont
égales p.s. Ainsi, X € L? représentera la classe d’équivalences des variables aléatoires de
carré intégrable égales a X p.p.

3.1 Motivations et exemple

Rappels sur les probabilités conditionnelles. Si A, B € %, on note

P(AN B)

PIAIB) = 55

L’application Pp : A — P(A|B) est une mesure de probabilité sur (€2,.%) et on note

E[X|B] ::/XdIPB = ]P)(lB)/BXd]P’

pour une fonction mesurable X : Q@ — R. L’espérance conditionnelle E[X|B] correspond
a la “valeur moyenne de X sachant l'information B € .#7”. Si la famille (B;);er forme une
partition dénombrable disjointe de €2 alors on a, pour tout A € Z(R),

P(X € A)=> P(X € AIB)P(B;) et E[X]=) E[X|B]P(B).
el i€l

Le but de ce chapitre. En probabilités il est important de définir la notion de “valeur
moyenne de X sachant une collection d’évéenements 57” au dela d’un seul évenement B,
qui est formalisé en l'espérance conditionnelle de X sachant une sous-tribu 4 C % et
notée E[X|#]. Une application importante est le cas ou 5 := o(Y"). En effet, E[X|o(Y)],
qu’on notera plutot E[X|Y], représente alors la valeur moyenne de X sachant I'information
potentiellement apportée par Y. Attention, comme Y est aléatoire, E[X|Y] sera aussi
une variable aléatoire car Y n’est pas encore réalisée. Aussi, un autre cas d’utilisation
importante est suivant : si (X;);>0 est une suite de variables aléatoires indexées par une
variable temporelle ¢t dans N ou Ry et % 1= o(X; : s < t), alors E[X¢|.%,] avec 0 <ty < t
représente la valeurs moyenne de X; sachant le passé jusqu’au temps tg.

Tribus engendrées par des variables aléatoires. Rappelons que, si Y est une va-
riable aléatoire a valeurs dans (E,.7), alors o(Y) C .% est la plus petite tribu qui rend Y’
mesurable, c’est-a-dire (vérifiez-le!)

oY) = {Y_l(A) : Ae T}
Le résultat suivant est important pour comprendre la suite :

Lemma 3.1. Soit Y une variable aléatoire a valeurs dans (E, 7). h: Q — R est o(Y)-
mesurable ssi il existe f : E— R mesurable tel que h = f(Y').
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Démonstration. Si f : E — R est mesurable, alors f(Y') est o(Y)-mesurable : pour tout
B € #(R),on a f(Y)"Y(B) = Y~Y(f~Y(B)) € o(Y). Réciproquement, si h = 1g pour
B € . alors h est o(Y)-mesurable ssi B € o(Y) i.e. B =Y '(A) pour un 4 € .7, et
donc h = 1y 14y = f(Y) ol f(y) := 1yea est une fonction mesurable. Par linéarité, cela
est toujours vrai pour les fonction h étagées, puis par approximation croissante a toutes
les fonctions mesurables positives, par exemple en écrivant que

feswfu  fale) = min(o 2 F @) n),
n>1

ou |z] est la partie entiére d’'un nombre z, et en notant que f, est o(Y)-mesurable pour
tout n dés que X lest (il suffit de vérifier que |g| mesurable pour tout g : @ — R). Ce
résultat s’étend & toute fonction mesurables f en écrivant avec f = fT — f~. O

Si (Y)ier est une famille quelconque de variables aléatoires a valeurs dans (E;, ), on
notera plus généralement

oYi:iel)=o(Y; Y (A): A€ T, iel).

)

Dans le cas ou ’ensemble d’indices I est dénombrable, on peut appliquer le résultat précé-
dent & la variable aléatoire (Y; : i € I) a valeurs dans l'espace produit [[;c; E; et obtenir
que X est o(Y;: ¢ € I)-mesurable si et seulement si X = f(Y; : i € I) pour une fonction
f :I;er B — R mesurable.

L’espérance conditionnelle par I’exemple. Considérons la variable X définie de la
fagon suivante : Soit Y une variable de Bernoulli de parametre p €10, 1[. Si Y = 1 alors on
tire X suivant une loi exponentielle £(1/A1) et sinon on tire X de loi £(1/\o) ; on dit que
X est un mélange de lois exponentielles. On a donc E[X|Y = 1] = A\ et E[X|Y = 0] = Ao.
On définit alors la moyenne conditionnelle de X sachant Y comme

E[X|Y] =y = \1Y + )\0(1 — Y),

qui est une variable aléatoire. Notez que E[X|Y] est une fonction mesurable de Y et donc
o(Y)-mesurable. De plus, pour toute fonction f mesurable, on a d’une part

E[f(V)EXY]]=pf(1)A+ (1 —p)f(0)A,
et d’autre part,

E[f(Y)X] =pE[f(Y)X|Y =1]+ (1 - p)E[f(V)X|Y = 0]
=pf(DA1 + (1 —p)£(0)Xo.

On a ainsi

E[f(V)EX|Y]] = E[f(Y)X]

pour toute fonction mesurable f. En prenant f(y) := 1,cp pour B € .7, on voit que

/AE[X\Y] d]P’:/AXdIP’

pour tout A € o(Y). On va voir que cette derniére propriété, avec le fait que E[X|Y] est
o(Y')-mesurable, caractérise l'espérance conditionnelle.
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3.2 Espérance conditionnelle par rapport a une sous-tribu

Théoréme 3.2 (Existence et unicité de I’espérance conditionnelle). Si & C F
est une sous-tribu et X € L', alors il existe une unique variable aléatoire, notée E[X|#),
telle que :

1. E[X|7] est 7 -mesurable.

2. Pour tout A € 52,

/AE[XW] d]P’:/AXd]P’

Rappelons que ict unique veut dire que si Z est une autre variable aléatoire satisfait
1. et 2. alors Z = E[X|.] p.s.

Remarque 3.3. Par approximations, le point 2. est équivalent a : Pour toute fonction
f:Q = Ry qui est 7-mesurable,

/f]E[XL%”] dIP:/fXdIP. (3.1)

Notation : On écrira aussi P(A|.7) := E[14]|.77]. Attention, c’est une variable aléatoire !
Aussi, si Y est une variable aléatoire a valeurs dans (E,.7), alors on notera E[X|Y] plutot
que E[X|o(Y)].

Démonstration. On commence par I'unicité : Si Z et Z’ satisfont 1. et 2. alors, pour tout
e>0onad.:={weQ: Z(w) — Z'(w) >c} € A, et

0= / Z2dP— [ Z'dP= [ (Z - Z')dP > P(A.).
e Ae Ae

Ainsi, Z < Z' + € p.s. et, comme cela est vrai pour tout € > 0, on obtient Z < Z’ p.s.

Comme I'argument est symétrique en Z et Z’ on obtient de méme Z = Z’ p.s.

Pour Dexistence, on peut supposer que X > 0 p.s. (sinon, on travaille avec Xt et X 7).
Notons P|,» la restriction de P a la tribu ., qui est toujours une mesure de probabilité,
et on définit la mesure 1 sur (Q, 5) par n(A) := [, X dP. C’est donc une mesure positive
et finie, car X € L' par hypothese. Si A est tel que P|»(A) = 0, alors 14 = 0 P-p.p.
et donc n(A) = 0. Le théoreme de Radon-Nikodym nous assure alors de 'existence d’une
fonction ##-mesurable Z :  — R telle que, pour tout A € 77,

/XdIP:n(A):/ de%:/ZdP,
A A A

et donc Z satisfait bien 1. et 2. O

Remarque 3.4 (Interpretation géométrique). L’espace des variables aléatoires L? équipé
du produit scalaire (X,Y) = [ XY dP est un espace de Hilbert (dés qu’on identifie deuz
variables aléatoires p.s. égales). Si note L?yf le sous-espace vectoriel des fonction -
mesurables qui sont dans L?, alors (3.1) donne que {f,X — E[X|5]) = 0 pour tout
fe L?yf. Si l'on suppose que X € L?, alors E[X|#)] € L?yf représente donc le projeté
orthogonal de X sur LQ,/ , c’est-d-dire l'unique élément de L?() qui satisfait

min || X — hl[z2 = | X = E[X|2]|| 2.

2
heL?,
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En effet, si on note Py (X) la projection orthogonale de X sur L?)f est caractérisée par
X = Py(X)+ X — Py(X) avec Py(X) € L%, et X — Py (X) € (L)t c’est-a-dire
(X — Pyp(X), f) =0 pour tout f € L<2%a, et du coup pour tout f € L*>(JF), on a :

IX = flI}2 = 11X = P (X)|72 + |Pr(X) = fII” = | X — Py (X) |32

Par unicité, on a bien E[X| ] = Py (X) et en particulier E[X|5#] € L?. Ainsi, E[X|Y]
est la meilleure approximation de X par une variable 7€ -mesurable au sens L>.

Remarque 3.5. Alternativement, on peut montrer que [’espace L?%g est un sous-espace
vectoriel (donc convexe) qui est fermé dans L?, et le théoréme de projection sur un convexe
fermé garantie Uexistence de Py (X) pour tout X € L?. On définit alors E[X|Y] := Py (X)
et on étend cette définition aux fonctions L' par approzimation, qui satisfait alors 2.
L’unicité établie en 1. montre que ces deux définitions sont identiques.

3.3 Propriétés de base

Quelques propriétés qui découlent de la définition.
Corollaire 3.6. Si X € L' alors E[X|#] € L' et E[E[X|7]] = E[X].
Démonstration. 11 suffit de prendre A = € dans 2. O
Corollaire 3.7. Si X € L' est #-mesurable, alors E[X|#] = X p.s.
Démonstration. La variable X satisfait 1. et 2. donc le théoréme précédent conclut. [
De la méme fagon, on montre que :
Corollaire 3.8. Si X,Y sont deux variables réelles L' : Pour tout a,b € R on a :
E[laX +bY |#] = oE[X|] + DE[X || p.s
Corollaire 3.9. Soient X,Y € L! réelles. Si X <Y alors E[X|#] < E[Y|s7).
En particulier, E[X|.7°] > 0 dés que X > 0.

Démonstration. Si X < Y alors pour tout A € # on a E[14X] < E[14Y], et donc
E[14E[X|7)] < E[14E[X|7]] avec 2. En prenant A = {E[X|.#] > E[X|5#]}, on obtient

E[ 14(E[X|#] — E[Y|#])] = 0

>0

ce qui implique que P(A) = 0 ou E[X|.77] = E[Y |57, et donc E[X || < E[Y|#] p.s. O

Proposition 3.10. Si X € L' et Y est une autre variable aléatoire réelle S-mesurable
telle que XY € L' alors
E[XY|#] =YE[X|] p.s.

En particulier,
E[XY] =E[YE[X|5])
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Démonstration. On suppose que Y est une fonction caractéristique, Y = 1p avec B €
. D’abord, 15 E[X || est #-mesurable car le produit de deux fonctions mesurables.
Ensuite, on a pour tout A € 2,

/IBE[X\%]d}P’: E[X| ] d]P:/ XdIP’:/ 15XdP,
A ANB ANB A

ce qui montre bien que 15 E[X || = E[15X|7] p.s. Le cas d’une variable .7’-mesurable
Y générale s’obtient par limite de fonction étagées en utilisant le théoreme de convergence
monotone.

O]

La situation diamétralement opposée est celle ou E[X14] = E[X]E[14] pour tout
A € A ; on dit alors que X est indépendante de .
NB : Si # = 0(Y), cela revient a supposer que X et Y sont indépendantes.

Corollaire 3.11. Si X € L! est indépendante de 5 alors E[X|#] = E[X] p.s. Ainsi, si
X etY sont indépendantes, alors a E[X|Y] = E[X].

Démonstration. En effet, comme E[X] est une constante elle est .7’-mesurable et de plus
E[X14] =E[X]E[14] = [, E[X]dP. O

Proposition 3.12. Si 7' C 2 C .F sont des sous-tribus, alors
E[E[X|2)|#"] = E[X|#"] p.s.

Démonstration. D’abord E[E[X |.7]|.7”] est #'-mesurable. Ensuite, en utilisant la pro-
priété 2. de E[-|.7] on a pour tout A € 7,

/AIE[IE[X]%]\%”’]dIP’ — /AE[XL%”]dIP’ - /AXdIP’
car A € J également. O
Finalement, si X est est une variable positive mais pas forcément L', on définit :
E[X|#] .= nh_)ngo E[ X, |#] Xy, = min(X,n).

D’abord, E[X |57 est ##-mesurable car limite de fonctions .7-mesurables. Ensuite, comme
X, est croissante, E[X,,|7#] aussi et donc, pour tout A € 7, par convergence monotone,

/E[X]H]dIP’: lim /E[Xn|H]dIP’: lim /Xnd}P’:/Xd]P’.
A n—o J A n—oo J A A

Ainsi, E[X|J7] satisfait les points 1. et 2. et en particulier est p.s. unique a les satisfaire.

3.4 Inégalités conditionnelles

Théoréme 3.13 (Inégalité de Jensen conditionnelle). Sous les hypothéses de l’'in-

égalité de Jensen,
p(E[X]|2) < Elp(X)|#] p.s.

Théoréme 3.14 (Inégalité de Holder conditionnelle). Sous les hypothéses de 1’in-
éqgalité de Hélder,

1 1
E[|XY]|l#] <E[X[Pl2]P E[[Y |24 p.s.

En particulier, en prenant p = g = 2, on obtient I'inégalité de Cauchy-Schwarz condi-
tionnelle.

36



3.5 Théorémes de convergence conditionnelle

Théoréme 3.15 (Convergence monotone conditionnelle). Si X, est une suite crois-
sante de variables aléatoires positives, alors

JLHgOE[Xn\ff] = E[lirlannL%ﬂ] D.S.

Démonstration. lim,, X, existe p.p. et #-mesurable car limite, et on vérifie 2. par conver-
gence monotone usuelle. O

Théoréme 3.16 (Convergence dominée conditionnelle). Si X,, est une suite de
variables aléatoires telle que X,, — X p.s. et qu’il existe Z € L' telle que |X,| < Z p.s,
alors X € L' et

lim E[|X,, — X||]=0 p.s.

n—oo

En particulier, E[X,|2¢] — E[X|H] p.s.

3.6 Calcul pratique d’espérances conditionnelles

On considere des variables aléatoires X et Y & valeurs dans des espaces mesurés res-
pectifs (E,.7,v) avec E C R et (E,.7, D) et on suppose que le couple (X,Y) a une densité
f(z,y) par rapport a v ® v. Par conséquent, X a une densité donnée f(x) par rapport a
v et Y a une densité f(y) par rapport a et on a :

f@) = [fandty.  fw) = [ ey ).
Théoréme 3.17 (Calcul pratique de I'espérance conditionnelle). On a :
EX|Y] = o(Y) (32)

avec

N G
o) = [a P avta)

On considere parfois

f(z.y)

fly)
qu’on appelle la densité conditionnelle de X par rapport & Y, et f(x|y) dv(x) sera alors
appelée la loi conditionnelle de X par rapport a Y. Notez que si X et Y sont indépendantes

alors f(z,y) = f(x)f(y) (donc f(z]y) = f(x)) et on retrouve que E[X|Y] = E[X]. On note

aussi

f(zly) =

BIXIY = y)i= [ o f(aly) dv(e) = ¢(0)

et on vérifie que cette définition est identique & ’espérance conditionnelle sachant 1’éve-
nement {Y = y} quand celui-ci est de probabilité positive. Quand P(Y = y) = 0, comme
c’est le cas dés que Y est une variable continue, alors la définition est nouvelle.

Attention, il faut deés fois se méfier de I’écriture E[X|Y = y] car on ne peut pas travailler
avec E[X|Y] = ¢(Y) = E[X|Y = Y] sans s’arracher quelques cheveux.
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Démonstration. p(Y) est o(Y)-mesurable car ¢ : E — R est mesurable. De plus, pour

toute fonction h : F — R mesurable positive, on obtient par Fubini-Tonelli :

et on conclut avec le théoréme 3.2. OJ

Exemple 1 (variables discrétes). Si X et Y sont des variables discretes, alors on
peut prendre v et U les mesures de comptages appropriées, et flzyy) =P(X =2,Y =y),
flz)=P(X =z) et f(y) =P(Y =y). On a donc :

EX[Y](w) = E[X]Y = y]

pour tout w € 2 tel que Y (w) = v.
Par exemple, supposons que Y est uniforme sur {1,...,6} (lancé d'un dé équilibré),
et que X =Y + Z avec Z une Bernoulli de parametre 1/2 indépendante de Y. On prend

alors B ={1,...,7} et E = {1,...,6} équipés de leurs mesures de comptage respectives
vetv. Ona

1
f(:v,y) :P(X:$>Y:y) :P(Y:y,Z:x—y) = E(lyzz‘kly:wfl)

et f(y) = 1/6 pour tout y € {1,...,6}. Du coup,

EX|Y] =Y fj(jg;;)
zeFE

I
N | =
[~

8
Il
—

T (1Y:x + 1Y:x—1)

1 7
rly_, + B Z Tly—z 1

r=1

Il
DO | =
(]~

8
Il
—

1 T
Yiy_, + B Z Yily—, 1
r=1

1

8
I
—_

Il
N —= N
(]~

Y +

N

Dans ce cas précis, une fagon plus rapide de faire ce calcul est d’écrire que :

E[X|Y] = E[Y + Z|Y] = E[Y|V] + E[Z|Y] = Y +E[Z] = ¥ + %
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Exemple 2 (variables continues). Si X et X’ sont des copies indépendantes de loi
exponentielle £(N\) et Y := X + X', alors on peut prendre F = E' =R et v = 0 = Leb.
Pour calculer la densité de (X,Y) on écrit, pour une fonction h : (R)? — R, mesurable

E[h(X,Y)] = E[h(X, X + X)]
—/ h(z, x4 2" )A2e N+ dzda’

= / / (z,y)\2e Mdzdy

et donc f(z,y) = /\2e_’\yl[07y} ()1r, (y). Aussi,

= [ F@y)de = Nye1r, (0)

E[XY]:/xf}f;)/) dgg:/oy

Exemple 3. Retournons au mélange d’exponentielles du début du chapitre, ou Y est
une Bernoulli de parameétre p et X est de loi exponentielle de parametre A\; (resp. Ag)
conditionnellement aY =1 (resp. Y = 0). On prend v = Leb sur E =R et 7 = dp + §; la
mesure de comptage de E = {0,1}. Comme

et

E[h(X,Y)] = pE[h(X,1)] + (1 — p) E[h(X,0)]
[ o

_ / 1 yh<m y))\ AyI1R+ (w) d(y X ﬁ)(l‘, y)

on a donc f(z,y) = p¥(1 — p)!¥A\e 1R, (). On sait aussi que fly) =PY =y) =
pY(1 —p)t~Y, ce qui donne

/ fm Y / Aye M (z)dz = Ay
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3.7 EXERCICES — Espérance conditionnelle

Exercice 1. (Conditionnement par rapport a une somme i.i.d). Soit Xi,..., X,
des variables i.i.d de loi exponentielle £(A). Calculer

E[X)|X) + - + X,).

Que pensez-vous du cas général ou X1, ..., X, sont seulement supposées i.i.d L' ?

Exercice 2 (Données censurées). Supposons que X suit une loi de Poisson® de
parametre A et posons Y = min(X, N) ou N > 0 est fixé. Calculer E[X|Y].

Exercice 3 (Linéarité en la seconde variable). Si X,Y,Z sont des variables réelles
L', pensez-vous que E[X|Y + Z] = E[X|Y] + E[X|Z]?

Exercice 4 (Vecteurs gaussiens). Si(Y, X3,..., X,) est un vecteur gaussien N'(m, %)
de R™*! montrer qu’il existe *(Bo, B1, - ., Bn) € R*! tel que :

n
E[Y|X1,....Xn] =Bo+ Y BiX;.
Jj=1

Exprimer les coefficients 3; en termes de m et 3.

Exercice 5 (Variance conditionnelle). Si X € L?, on définit sa variance condition-
nelle par rapport a une variable Y par

Var[X|Y] := E[X?|Y] - E[X|Y]%

(a) Montrer que Var[X|Y] > 0 p.s.
(b) Montrer que Var[X|Y] =0 p.s. si et seulement si X est o(Y)-mesurable.
(c) Montrer la formule “de la variance totale”,

Var[X] = EVar[X|Y] + Var E[X Y]

puis interpréter géométriquement cette formule dans I'espace L2.
(d) Si Y = f(X) + ¢ avec f une fonction mesurable et £ une variable aléatoire L!
indépendante de X, calculer Var[Y'|X]. Méme question si Y = f(X)e.

&. Rappelons que, si le temps entre deux événements aléatoires indépendants (par exemple, “une am-
poule s’éteint”) suit une loi exponentielle de parameétre A, alors le nombre d’événements arrivés pendant
un laps de temps t suit une loi de Poisson de parameétre A\t. Si vous ne vous en rappelez pas, et c’est votre
droit, démontrez-le!
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4 Chaines de Markov

Les chaines de Markov sont certainement le type de processus aléatoires le plus simple
apres les suites de variables indépendantes, tout en étant assez polyvalentes pour inclure de
nombreuses situations rencontrées dans les applications. Cette “simplicité” a pour consé-
quence 'omniprésence des chaines de Markov dans le monde des algorithmes stochastiques,
et de nombreux résultats théoriques disponibles assurent des garanties sérieuses quant a
leur utilisation. Un exemple important, que 'on présentera ici : I’algorithme PageRank
de Google, qui renvoie des pages web pertinentes ordonnées lorsque I'on tape une requéte
dans le célebre moteur de recherche.

4.1 Processus aléatoires (généralités)

Processus aléatoires. Un processus aléatoire (ou stochastique) est une suite X =
(Xn)nen de variables aléatoires définie sur le méme espace (2, #,P) a valeurs dans un
espace mesurable (E,.7).

La variable n est interprété comme 1’état du processus au temps n. Une réalisation
X (w) est donc une trajectoire (Xo(w), X1(w), Xo(w)...) indexée par la variable temps.

Remarque 4.1. Ici n € N, mais on pourrait aussi considérer des processus indexrés par
n € Z [passé infini] ; c’est le cas des séries temporelles. Aussi on pourrait considérer des
processus en temps continu, n € [0,00[ oun € R (on appellera alors t la variable temporelle
plutot que n); c’est le cas du mouvement Brownien ou des objets qui apparaissent en
mathématiques financiéres.

Exemple 4.2. Soit (§;)i>1 une suite i.i.d telles que P(§; = 1) =P(§ = —1) = 1/2, alors

XO =0

n
Xy = n—l"‘gn:Zéia n>1
i=1

définit un processus aléatoire sur 7 : la marche aléatoire simple sur Z.

Filtrations. Associée a un processus aléatoire il y a, pour tout n > 0, la notion “d’in-
formation contenue par ce qu’il s’est passé jusqu’au temps n”, mathématiquement définie
par la filtration naturelle (F;% )nen associée & X,

FX =0(X;: i<n)=0(Xo,...,Xn).
Notez que, comme vu au chapitre précédent, on a :

Ac FX <14 est FX mesurable

& 14 est une fonction mesurable de X, ..., X,,.

Ainsi, si A € .ZX, on peut dire & la seule connaissance d’une réalisation Xo(w), ..., X, (w)
si oui ou non w € A.

Plus généralement, une filtration adaptée & X est une suite de sous-tribu (%, )nen ol,

pour tout n, on a .%, C .F,11 C .Z et X, est F,-mesurable. On vérifiera que (.Z;X ) ey est
une filtration adaptée a X. Ici, on associera toujours au processus X sa filtration naturelle.
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Temps d’arrét. Une variable aléatoire T': (Q2,.#,P) — N U {oco} est un temps d’arrét
si, pour tout n € N, on a {T' < n} € FX.

Exemple 4.3. Si A € 7, le temps d’atteinte T4 := inf{n > 0: X, € A}, od par

convention inf @ := 0o, est un temps d’arrét. En effet,

n
(Ta<ny=J) {X.€4} eZFr
k=0 T
EFFCTX

En guise d’illustration, si on prend A = {100,101, 102, ...} dans I’exemple de la marche
aléatoire simple sur Z, le temps d’arrét T4 représente le premier n tel que X, > 100, qui
est bien siir une variable aléatoire.

Une remarque utile :

Lemma 4.4. T est un temps d’arrét < {T =n} € F.X pour tout n € N.
Démonstration. Si {T < k} € .Z;X pour tout k € N, alors pour tout n € N,
(T=n}={T<n}n {T<n-1}° € FX.
—_——— —_——
eFx eFX CcFX

Réciproquement, si {T' =k} € ﬁ,f( pour tout k € N, alors pour tout n € N,

n
{(T<ny=J) {T=k eF
k=0 Y
eFXcTFX
O]
Exemple 4.5. Si A € 7, le dernier temps de passage T4 :=sup{n > 0: X, € A} nlest
pas un temps d’arrét, car

(Ta=n)={X, AN ﬁ (X € Al
k=n+1

4.2 Chaines de Markov

Rappel : pour B € .% et une sous-tribu .7 C .#, on avait défini P(B|.¢) := E[1p|.7].

Définition 4.6. Un processus aléatoire X = (X, )nen est une chaine de markov si pour
tout A€ T et tout n € N,

P(Xp1 € AZE) =P(Xny1 € AlX,). (4.1)

Autrement dit, la loi de X,, 41 ne dépend du passé de la chaine qu’au travers X,.

A partir de maintenant, sauf mention contraire, nous supposerons dans ce chapitre que
Uespace des réalisations E est discret, fini ou infini dénombrable et que T = P(E).

Dans ce contexte, (4.1) est équivalent & : pour tout n > 1 et tout g, ..., ZTnt1,

P(X%+1:=$n+ﬂ)glzi$n,“.,ﬁﬁ]::xo)::P(X%+1::$n+ﬂ)ﬂl::$n)

42



Hypothése d’homogénéité et matrices de transition. On dit qu'une chaine de
Markov est homogéne si, pour tout z,y € F,

Ppy :=P(Xp11 = y| X, = x)
ne dépend pas de n.

Sauf mention contraire, nous supposerons toujours qu’une chaine de Markov est homogeéne.

On appelle alors
Pi= {sz} z,YyeL

la matrice de transition de la chalne de Markov. C’est une matrice stochastique, c’est a
dire qui satisfait :

(a) Py > 0 pour tout z,y € E.

(b) Pour tout z € E,

> Py =1

yeE

On vérifie® que les operations usuelles de “produits de matrices” et de “multiplication d’un
vecteur par une matrice” peuvent étre définies quand F est infini dénombrable comme dans
le cas ot F est fini si on se restreint aux vecteurs ¢2. Plus précisément, Si A, B sont des
matrices et u,v sont respectivement des vecteurs ligne et colonne dont les entrées sont
indexées par E, alors on pose :

(Av), = Z Azyvy
yeE

(ud)y = Z Uz Ay
zeFE
uwAv = Z Ugp Ay Uy
zyek

(AB)ay := Y Az:B.y.

zeE

Ces quantités sont bien définies et finies pour toutes matrices stochastiques A, B et vec-
teurs u, v qui sont ¢2, c’est-a-dire satisfaisant 3", c 5 u2 < oo et de méme pour v. On définit
la puissance d’une matrice P indexée par E par P? := I ou Iy :=1,—y et prtl .= ppn,
Si p est une mesure de probabilité sur E, on l'identifie & un vecteur ligne dont les en-
trées sont indexées par E, c’est-a-dire qu'on identifie y = Y gt 6x avec [iz]zecr, o1t
pz = p({z}). On notera ce vecteur ligne p également par commodité. On voit que p est
Coear S cpul < cp e =1. Aussi, si g : E — R est une fonction, alors on I'identifiera
au vecteur colonne g = [g.|zcr avec g, := g() et on dira que g est £2 si le vecteur associé
I’est.

Ce formalisme permet de décrire simplement une chaine de Markov (homogene), comme
expliqué dans la proposition suivante.

&. Utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que comme P7, < P,y car Pyy € [0,1].
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Proposition 4.7. Si X est une chaine de Markov (homogéne) alors sa loi est compléte-
ment caractérisée par sa matrice de transition P et la loi p de Xg : Pour tout n > 1 et
ro,...,Tn € K,

P(Xo = z0,..., Xn = &n) = fayProzy -+ Pryy_12n

De plus, pour tout n > 1 la lot de X,, est uP™ :six € F,
P(X, =x) = (uP")s.
En particulier, si g : E — R est 2, alors

Elg(Xn)] = > (uP")eg(z) = pP"g.
el

Démonstration. Par conditionnements successifs, on obtient en utilisant que X est une
chaine de Markov :

P(Xn = m'an—l =Tp—1y--- ,XO = (L‘())

= P(Xn = iL'n‘Xn_l =Tp—1y--- ,XO = .I'(])P(Xn_l = Tp—1y--- ,XO = .%'0)

= Pxn,lan(anl =Tp-1,...,X0 = LU())

= Py _yzy Pz, P(Xo = o)
== uzopxowl T P‘Tn—1$n'

Ensuite, il vient pour les lois marginales :

P(Xp=xz)= >  PXp=2,Xn1=2an1,...,X0=p)

Tp—1,.-,L0EFE

= Z Nxopxoaq T Pxnfla:

Tp—1,..,L0EE

= (PnU)w-

Exemple 4.8. Si E =7 et X est la marche aléatoire simple, on voit que

1
IP(X,H_I = x;r—&-l‘Xn =Tn,-.- ,XO = 1’0) = 5 1|In+1*$n|=1 = P(Xn+1 = xm+1\Xn = .%'n)

et donc c’est une chaine de Markov (homogéne) de matrice de transition Py, = %1|z_y|:1,
qui est bi-infinie (car indexée par 7).

4.3 Propriété de Markov (forte)

Notations. On est souvent amené d considérer différentes chaines de Markov avec la
méme matrice de transition P mais différentes lois initiales p. On écrira alors P, la loi de
la chaine de Markov ayant p pour lot de Xg quand on voudra souligner cette dépendance.
Aussi, on écrira P, au lieu de Ps, pour la chaine qui commence en x p.s. Enfin, on écrira
E, (et E;) quand on prendra l’espérance par rapport a Py, (et P.).
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Le résultat suivant explique que si X = (X, )nen est une chaine de Markov, alors
pour tout n > 1 et x € E fixé, conditionnellement a X,, = x le processus aléatoire
X = (Xn+m)men est une chaine de Markov de matrice de transition P partant de x qui
est indépendante de (Xo, ..., Xy).

Théoréme 4.9 (Propriété de Markov). Si X est une chaine de Markov, alors pour tout
A e ZX, pour tout n,m > 1 et tout z,y1,...,ym € F,

PAN{Xn+1=v1,-- s Xntm = Ym}Xn =2) = P(A|X,, = 2)Pe(X1 = y1, .. -, Xonn = Um)-

Démonstration. Comme A € Z(F) est discret, il suffit de montrer le résultat pour un
ensemble de la forme A = {Xy = zg,...,X,, = x,} puisqu'on retrouve le cas général
par réunion dénombrable de tels ensembles. On peut de plus supposer que x,, = x sinon
I’égalité est triviale vu que les deux membres sont nuls. On a alors :

P(A n {X”'H =Yl s Xngm = ym}‘Xn = m)
1

= mp(){o :xO;...,Xn :fIf,Xn+1 :ylv"'vxn—i-m :ym)
1

= B, =)o Fron o Lo+ B

1
— mpz(Xl :yla-.-me :ym)P(X():mO’__'?Xn :x>

=PAIX, =2) P (X1 =91, -, Xon = Um)-
O

Théoréme 4.10 (Propriété de Markov forte). Sous les mémes conditions que le théoréme
précédent, si T est un temps d’arrét alors conditionnellement 4 { X = z} N {T < oo} le
PTocessus X = (X74+m)men est une chaine de Markov de matrice de transition P et de
loi initiale 6, qui est indépendante de X1,..., Xp.

Démonstration. 11 suffit de prouver cette identité en conditionnant de plus par {T" = n}
pour tout n € N fixé car le théoreme suit alors en sommant sur n € N, mais la preuve est
alors exactement la méme que celle du théoréme précédent. O

4.4 Mesures invariantes

Quand on laisse évoluer une chaine de Markov dans le temps, une question naturelle
est de savoir si la chaine admet une forme d’équilibre.

Considérons une chaine de Markov X = (X,,)nen de matrice de transition P. Une
mesure m sur E est une mesure invariante pour X si 7P = w. Notez qu'une mesure
invariante est un vecteur propre & gauche associé a la valeur propre 1 de la matrice de
transition P (au moins dans le cas ou F est fini) : m(P — I) = 0. Si 7 est une mesure de
probabilité invariante alors pour tout © € F et tout n € N, on a :

Pr(X, =)= (7P")y = (@P" Y= =7 =Pr(Xo = z),

c’est-a-dire que la loi de X, est @ pour tout n € N. En d’autres termes, la dynamique
de la chaine de Markov laisse invariante la loi m de 1’état initial. Notez que si 7w est une
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mesure invariante, alors c¢m pour tout ¢ > 0 est aussi une mesure invariante. Ainsi, si 7
est une mesure invariante de masse finie, 7(F) := Y, cp 7, < 00, alors on peut construire
une mesure de probabilité invariante 7 en posant 7, := 7, /7(E).

Si elle existe, une telle mesure de probabilité représente un état d’équilibre de la chaine
de Markov. Plus précisément, on a le résultat suivant :

Proposition 4.11. Soit m une mesure de probabilité sur E. On a l’équivalence entre :
(a) Il existe une mesure de probabilité p sur E telle que, si Xo a pour loi p, alors X,
converge quand n — oo en loi vers une variable aléatoire de loi 7.
(b) 7 est une mesure invariante.

Démonstration. On a déja montré que (b)=-(a) en prenant p = 7. Dans Pautre sens, (a)
est équivalent & : pour toute fonction ¢ (continue) bornée, on a :

Elg(Xn)] = pP"g —— /gdw = T7g. (42)

D’un c6té, cela implique que uP"*1g — mg quand n — oo, mais en appliquant (4.2) a la
fonction bornée Pg, on a aussi uP""lg = uP"(Pg) — nPg, et donc 7Pg = 7g. O

On a déja le résultat d’existence suivant.

Théoréme 4.12. Si E est fini, alors toute chaine de Markov admet au moins une mesure
de probabilité invariante.

Démonstration. Notons N := #F < oo et introduisons I’ensemble

P:{MERN: e > 0 pour tout x € F, Z,u,gczl}
z€eE

des mesures de probabilité sur £, qui est un compact de RY (fermé borné). Notons aussi
1 1a loi de Xy et considérons la suite (u(™),>1 de P définie par

(n) .

H = e (

u+uP+MP2+---+uP">.

Par compacité, quitte & extraire une sous-suite on peut supposer que u(™ a une limite
7 € P quand n — co. Comme

1 1
mp_ 0 _ prtl
K K n + 1# + n+1
et que la suite (an+1)n21 est bornée, en prenant n — oo on obtient que 7P = . ]

Cet argument ne marche plus quand F est infini car P n’est plus compact. Prenez par
exemple la suite de mesures de probabilité v sur N définie par

v, = ]
0 sinon .

(n) {1/71 sio<k<n-—1
On voit que v(™(A) — 0 quand n — oo pour tout A € P(N) borné, ce qui exclu la
convergence vers une mesure de probabilité sur N.

Un premier résultat d’existence quand E est infini vient avec la notion de réversibilité.
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Chaines réversibles. Etant donné une mesure p sur E, supposons que la matrice de
transition satisfait pour tout =,y € F,

PaPoy = piy Pye.

On dit alors que la chaine de Markov associée a P est réversible par rapport a u. Il s’avere
que p est forcément une mesure invariante pour cette chaine. En effet, comme P est une
matrice stochastique, on a pour tout x € F :

(uP)z = Zﬂypymzﬂxzpryzﬂz-
el yekl

En particulier, si la matrice de transition est symétrique, P, = P, pour tout z,y € E,
auquel cas on dit que la chaine est réversible (tout court), on voit que la mesure uniforme
sur E/ définie par p, := 1 pour tout x € E est une mesure invariante. Ainsi, une chaine
réversible sur un espace d’état F fini admet toujours pour mesure de probabilité invariante
la loi uniforme sur F, définie par 7, := 1/#(E) pour tout x € E.

Remarque 4.13. Toute chaine de Markov réversible n’admet pas de mesure de proba-
bilité invariante. Par exemple, la marche aléatoire simple sur Z de matrice de transition
P, = %1|$_y| est bien réversible, mais si 7P = w alors, pour tout n € Z,

1 1
Tp = §Mn—1 + 5Tn+1

et donc Tpy1 — T = T — Tn—1. Ainsi, pour tout n,m € Z, on a Tpy1 — T = T+l — Tm-
81 ez T = 1, en sommant sur n € Z l'identité précédente nécessairement Ty, 1 = Ty,
pour tout m € Z, ce qui contredit l’hypothése ), c7 Tm = 1.

4.5 Récurrence

Pour savoir si une chaine de Markov admet une probabilité invariante quand F est
infini, il important de quantifier si la chaine de Markov “visite suffisamment souvent” un
état donné, ce qui mene a la notion de récurrence. Plus précisément, pour x € FE, on
considére le temps d’arrét

Ty = inf{n>1: X, = x}

et la probabilité P, (7, < oo) que la chaine de Markov qui part de z revienne en x apres
un temps fini. On dit que :

— 1z € FE est un état récurrent si Py (1, < 00) = 1.

— x € E est état transitoire si Py(1, < 00) < 1.
Ainsi, si x est état transitoire, la probabilité P, (7, = oo) de ne jamais revenir en z est
positive. Si x est transitoire, alors clairement E;[7,] = oo, mais x récurrent n’implique pas

forcément que E,[7;] < 0o. On introduit alors la notion suivante :

— x € E est un état récurrent positif si Ey[r,] < 0.
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Notez que z récurrent positif implique = récurrent.
11 existe une relation simple entre P, (7, < co) et le nombre de retours en z, défini par

o
N, = Z 1x,=z.
n=1

Lemma 4.14. Pour tout k > 1, on a : Pp(N, > k) = Py (1, < c0)*.

Démonstration. Par définition, on a
P.(N, > 1) =P(1, < 00).
Pour k£ > 1, on définit le temps de k-éme retour en x,

70 = inf{n > ¢V X, =2} =7FD pinf{n > 1: X kv, = x}

T T

0 .=

T

Notez que Tg(;l)

= 7, et on vérifie (cf. Exercice 1) que c’est un temps d’arrét. On a alors :
Po(N, > k) = P(r(F) < o0).
On calcule ensuite,
P, (i) < 00) = Py (7)) < 00| 7{F) < 00)Py(rM) < o0)

T

=) P, (7D = 70 4 | 700 < 00)P, (7P < o0)
n=1

puis, en utilisant la propriété de Markov forte,

Po(r ™) =70 4| 7P < 00) = Po(X o, # 2y X 00, #0X 00, = 2|7 < o0)
:Px(Xl #xu"'vXn—l 7é1'7Xn:37)
= ]P)x(Ta(cl) = n)v

pour finalement obtenir
P, (rF ) < o) = Z P () = n)P,(rF) < 00) = P (r(V < 00)P,(r{F) < o).
n=1

Comme cela est vrai pour tout k > 1, on obtient IP’x(T;ng) < 00) = P, (7, < 00)¥*! ce qui

termine la preuve. O

Apres avoir remarqué que

Ee[No] =Y Po(Xn=2) =) (P")za-
k=1

n=1

on obtient alors le corollaire utile suivant.
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Proposition 4.15. x est un état récurrent si et seulement si

> (P
n=1

Démonstration. Si x est un état récurrent, alors le lemme précédent nous montre que
P, (N > k) = 1 pour tout k > 1 et donc Py(N, = 00) = 1 ce qui entraine E;[N,] = oo. Si
x n’est pas récurrent alors c’est un état transitoire et I, := P, (7, < o0) < 1. Comme

Pu(N, = k) = Po(N, > k) —Po(N, > k+1) = (1 — IT,)II*¥

X

on obtient alors dans ce cas que :

O]

La notion de récurrence est en fait une notion globale pour les états qui communiquent
entre eux. Plus précisément, on dit que deux états x et y communiquent, et on écrit x ~ y
si il existe n,m > 0 tels que (P")gy > 0 et (P™)y; > 0 (la probabilité de passer en z en y
en m sauts et de y en z en n sauts avec probabilité positive). Notez que, par convention, on
a x ~ x car on autorise n = 0. On vérifie facilement que ~ est une relation d’équivalence
sur F, et donc qu’on peut partitioner £ en classes disjointes d’états communicants.

Lemma 4.16. Si x ~ y alors x récurrent (positif) < y récurrents (positif).

Bien siir, comme un état est soit récurrent soit transitoire, si x ~ y alors x transitoire
< y transitoire.

Démonstration. Le cas récurrent positif est admis : montrons que z récurrent < y récur-
rent. Supposons que z # y sinon c’est trivial. If suffit de montrer que z transitoire = y
transitoire. Comme z ~ y il existe m,n > 1 tels que (P")g, > 0 et (P™)y, > 0. On a alors
pour tout k£ > 0,

(P 1y 2 (P) iy (P (P

et donc
Pk R (Pn+k+m) R — (Pk) < 0.
kgl yy Pn):py(Pm)yz kZ:O xrx (Pn)xy(Pm)y:p ];] xTxT

Si tous les états communiquent, on dit que la chaine est irréductible. Dans ce cas, soit
tous les états sont récurrents, auquel cas on dit que la chaine est récurrente, soit aucun
état ne l'est, auquel cas la chaine est transitoire. Si un état d’une chaine irréductible est
récurrent positif, on dit aussi que la chalne est récurrente positive.

Proposition 4.17. Si E est fini alors toute chaine de Markov sur E admet un état x
récurrent positif. En particulier, si cette chaine de Markov est irréductible, alors elle est
récurrente positive.
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Démonstration. Comme FE est fini, il existe au moins un état x € E visité une infinité de
fois avec probabilité positive, donc E,[N,] = oo et x est récurrent. O

Il existe un lien fort entre récurrence (positive) et existence de mesures (de probabilité)
invariantes, et un lien fort entre irréductibilité et unicité de la mesure invariante. Pour
mettre en évidence ces liens on introduit, étant donné une chaine de Markov X de matrice
de transition P et z € E, la mesure 7(®) définie par

Te—1
Wg(/m) = Ex[ Z 1Xn:y:|’ y € FE.
n=0

. . X 2’ 7 .
Ainsi, 7@5 ) représente le temps moyen passé en y partant de x avant de revenir en x.

Lemma 4.18. On a les propriétés clefs suivantes :
(a) x est récurrent < 7P = x(®),
b) z est récurrent positif < m*)(E) < oo.

(
(c) =1 et iz~ y alors ﬂ@(f) > 0.
(d) Sila chaine est irréductible et si il existe une mesure invariante w telle que T, = 1

pour un x € E récurrent, alors nécessairement m = 7).

La preuve du lemme est reportée en fin de section. On va déja voir ses implications
quant a l'existence et 'unicité de mesures invariantes.

Théoréme 4.19. Si (X,)nen est une chaine de Markov irréductible et récurrente, alors
elle admet une mesure invariante w qui est de plus strictement positive, au sens ot my > 0
pour tout x € E. Cette mesure invariante positive m est unique d constante multiplicative
PTES.

Démonstration. Pour tout x € E fixé, comme (X,),en est récurrente, Lemme 4.18(a)
donne que 7(®) est une mesure invariante et, par hypothese d’irréductibilité, 7(®) est stric-
tement positive par Lemme 4.18(c). Pour prouver l'unicité a une constante multiplicative
prées, considérons une mesure invariante 7w positive quelconque. En particulier m, > 0 et
la mesure 7 := %w est une mesure invariante strictement positive qui satisfait 7, = 1.
Le Lemme 4.18(d) implique alors que 7 = @) est-a-dire 7 = m,7®), et donc que 7 est
égal & 7(®) & une constante multiplicative prés. O

Remarque 4.20. Toute chaine de Markov irréductible récurrente n’admet pas de mesure
de probabilité invariante. Par exemple, la marche aléatoire simple sur 7 de matrice
de transition Py, = %1|z_y‘ est bien irréductible, et il n’est pas dur de montrer qu’elle
est récurrente (cf. Exercice 4), mais on a vu qu’elle ne pouvais pas avoir de mesure de
probabilité invariante.

Théoréeme 4.21. Si la chaine est irréductible et récurrente positive, alors :
(a) Elle admet une unique mesure de probabilité invariante © donnée par

(b) (Théoreme ergodique) Pour toute fonction bornée f : E — R, on a :

n

L300 2 [ @)y aa).
k=1
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Si une chaine de Markov admet une mesure de probabilité invariante m, on s’attend a
ce qu’elle donne une masse m, a un état x € E d’autant plus grande que I'état est visité
souvent, c’est-a-dire dont le temps moyen de retour E,[7,] est assez petit. Le théoréme
précédent montre qu’en fait 7, est précisément inversement proportionnel a E,[7,].

Le théoréme ergodique est donc ’analogue de la loi des grands nombres pour les chaines
de Markov. Ce résultat, que 'on admettra, est un cas particulier d’un théoréeme concer-
nant des systemes dynamiques plus généraux que les chaines de Markov, connu comme le
théoreme ergodique de Birkhoff.

Démonstration. On admet (b) et prouve (a) : Par le théoréeme précédent, on sait que la
chaine admet une mesure invariante strictement positive, unique a constante multiplicative
prés. Comme la chaine est récurrent positive, 7(*), et donc toutes les autres mesures inva-
riantes, sont des mesures finies. Cela entraine qu’il existe une unique mesure de probabilité

invariante, strictement positive, que nous notons 7. Pour =z € F fixé, la mesure v := %ﬂ
xr

est une mesure invariante strictement positive qui satisfait v, = 1, donc égale & 7(®) par
le Lemme 4.18(d). Comme 7(E) =1 on a v(E) = % et comme v(E) = 7®)(E) = E[r,]
on obtient finalement m, = 1/E,[7,]. O

Ce théoreme est particulierement utilisé dans le cas ou E est fini car ils suffit d’étre
en présence d'une chaine irréductible. Plus précisément, on a la version plus forte de la
Proposition 4.17 :

Proposition 4.22. Toute chaine de Markov irréductible sur un espace d’état E fini est
récurrente positive.

Démonstration. On a déja montré en proposition Proposition 4.17 qu’une telle chaine est

récurrente. Le Théoréme 4.12 nous assure aussi de I'existence d’une mesure de probabilité

invariante 7. Soit x € E tel que m, > 0. Comme la mesure v := %71’ est invariante

et satisfait v, = 1, le Lemme 4.18(d) implique que v = 7(® et donc que 7 (E) =
7n(E)/my = 1/my < 00 ce qui montre la proposition grace au Lemme 4.18(b). O

Convergence des itérés de la matrice de transition : En prenant f(y) := 1,—,
dans le théoréeme ergodique, on obtient sous les hypotheses du théoréme

1 n
p.s.
I B
n n—oo
k=1
Quel que soit y € F, en intégrant contre la mesure [Py, le théoréme de convergence dominée
implique la convergence des sommes de Cesaro :

1 n
— z:(Pl‘”)yz —— T,
=1

n—oo

pour tout z,y € E. Peut-on supprimer la moyenne de Cesaro, ¢’est-a-dire avoir simplement
(Pn)a:y n_mo‘) Tz 7
En général non. Par exemple, si £ = {0,1} et Xg:=0 et X,+1 = X, + &, mod 2 avec &;
1
0 ] et on voit que P?* = I et P?"*t! = P pour tout

1 0
n € N, ce qui exclue la convergence des (P")y, vers m,.

i.i.d Rademacher £1, alors P = l
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On dit que la chaine est apériodique si, pour tout x € FE, il existe N € N tel que
(P™)z2 > 0 quelque soit n > N. Si on rajoute la condition d’apériodicité aux hypotheéses
du théoréme précédent, alors on peut montrer (admis) qu’on a bien pour tout z,y € E,

(Pn)yq; m Ty

En utilisant le théoréme de convergence dominée, cela implique que (uP™), — m, pour
toute mesure de probabilité sur F et = € E.

Pour les applications, une question importante est de savoir a quelle vitesse (uP"),
converge vers T, car nous pourrons alors utiliser (uP™), comme approximation de la
mesure invariante avec un controle de I'erreur. Il existe de nombreux résultats, mais un
premier qui concerne essentiellement le cas F fini est le suivant :

Théoréme 4.23. Soit (X,) une chaine récurrente qui satisfait la condition de Doeblin :
Il existe ng > 1, B €]0,1] et une probabilité v sur E telle que, pour tout x,y € E,

(P"0) gy > Buy.

Alors il existe une unique probabilité invariante w et pour toute probabilité p sur E et
n €N,
ST (P, — m] < 2(1 — gL/l (4.3)

el
Ici [z | représente la partie entiere de x.

Démonstration. On prouve seulement la borne (4.3) quand ng = 1, c’est-a-dire que 'on
suppose que P, > Bv, pour tout z,y € E. On peut écrire

ny = /Byy + (1 - B)Smy

1
ﬂ(P vy — Bry)
est une matrice stochastique ; notez que Sz, > 0 est équivalent a la condition de Doeblin.
L’espace des mesures de probabilité P sur E est un sous-espace fermé de l’espace
(Y(E) des suites u = [uy]zep qui satisfont [Jullp = Y, cp |uz| < 0o, qui est complet. Si
pl,pu? € P, ona

(Nlp)y - (#2P)y = Z (M;; - M:%)Pmy

Sey 1=

zelR
= Buy > (uy — p3) + (1= B) > (1y — 13)Say
zeFE z€FE
= (1= B) > (s — p2)Szy
el

et donc, en utilisant le théoreme de Fubini-Tonelli et que .S est une matrice stochastique,

I(p" = 1) Pllp = (L= B) D1 D> (1 — 12) Sy

yeE zeFE

<S@=8)> > |y — 12]Say
yeE zeE

=(1=8)> |y —uil =1 =B)u" = 1]
el
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Ainsi, comme 1 — 8 €0, 1], Papplication F' : P — P, F(u) := pP est une application
contractante et le théoréeme du point fixe de Banach nous assure ’existence d’un unique
point fixe m pour F, i.e. F(7) = m. De plus, pour tout u € P, on a

[uP" =l = [|pP" — 7P
< (1= B) Pt =7

<A =8)"lp—mlla <2(1-5)"

On termine cette section en donnant une preuve du Lemme clef 4.18.

Preuve du Lemme 4.18.

Démonstration. Pour prouver (a), remarquons que déja, pour tout y € E, on a par the
théoreme de Fubini-Tonelli,

o0
n=0

oo
= ZPI(Xn =y, T, >n)

n=0
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et puis, en utilisant encore Fubini-Tonelli et que {7, > n} € .Z, X

(x®P), = 7P,

zeE
o
=) Py Pu(Xp=2 7 >n)
ze€E n=0
[e.e]
=Y Py Po(Xp = 2|72 > n)Pe(r > n)
zeFE n=0
o0
=Y Pu(ra >n) Y P(Xps1 =yl Xy = 2)Pe(Xy, = 2|72 > n)
n=0 zelR
o0

=Y Pu(ra >n) Y P(Xpy1 =y X, = 2, 7o > n)Po(Xp = 2|75 > n)
n=0 ze€lR
o0

= Z Py(mn > n)P(Xpy1 =yl 7 > n)

(0.9]
=) P(Xps1=y, 7 >n)
n=0

Te—1

- Ex[ Z 1Xn+1=y}
n=0
Tx
- E$ |: Z 1Xn:y]
n=1
T 00
z [ Y lx,mylrcoct+ D 1Xn:y1%:oo}.
n=1 n=1

Comme on peut alors écrire

Te—1

[Z 1Xn Y Tx<OO+Z]-Xn =y Tx oo}
= (1D P)y + By [(1xpmy — Tx,e_, ) Trs<o0 + Ixomylru=oc)

= (W(x)P)y + 13y Py (72 = 00),

on voit qu’on a prouvé (a).
Le point (b) suit directement du calcul :

Te—1
TOU(E) =B Y 1x,en] = Bafra].
n=>0
Pour le point (c), on a clairement (que 7,, = 0o ou non)

(@) = Ex[ 1xp—0 +1lx,—2+...+ 1x7z71=x] =1

=1 P;-p.s. =0 P.-p.s.

et ensuite, si n € N est tel que (P”)xy >0,ona:

0< (P")gy = (P") zy’ﬂ' ) < Z (W(I)pn)y — Wéx)_
z€R

54



Montrons alors (d) : Supposons donc que 7 est une mesure invariante d’une chaine
irréductible telle que 7, = 1 ol  est récurrent et montrons que 7 = 7(*). On a pour tout
yek,

Ty = (7P)y = Ppy + E T Puy.
zelR
zF#x

En réutilisant cette expression pour 7, et en réitérant NV fois I'opération, on obtient pour
tout N > 1,

Ty = Ppy + Z o1 Py

z1€ER
z1#x
= Iyt Z Pz Poyy + Z Moo Poyay Pary
z1€FR z1,22€F
z217#x 21,227

N
= Z Z szn o 'P2221P21y + Z 7TZN+1PZN+IZN e PZ221P21y

n=021,...,2n€EE Z21,02N+1€EE
z1,...,zn;éa: 21,...,ZN+1;££L‘

N
Z Z Z szn"'P22z1ley-

n=0z21,...,2n€E
21y ZnFEX

En prenant la limite N — oo, on obtient donc

0o
TFyZZ Z Paczn"'Pzgzlpzly

n=0z21,....2n€E
2150020 FET

0
= ZPQU(XrH»l =Y, Tg >n+ 1)
n=0

Toe—1

=E, [Z 1Xn+1:y‘|
n=0

= (W(I)P)y

= WZ(/I).

(z)

Par consequent m, > m,; "’ pour tout y € F, et v :=m — 7(®) est une mesure (signée) qui
est invariante et satisfait v, = 0. Par hypothese d’irréductibilité, pour tout y € E il existe
n > 0 tel que (P")y, > 0, ce qui donne finalement,

0=v, = (VP), = Z V(P") 20 > vy(P")ya
zeFE

et donc nécessairement v, = 0. Ainsi, v est la mesure nulle, c’est-a-dire ™ = 7@,
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4.6 Application : L’algorithme PageRank

Comment, lorsqu’on envoie une requéte sur un moteur de recherche, obtient-on une liste
pertinente de pages web 7 Rares sont les fois ot I’'on passe la premiere page de suggestions
de pages web. On pourrait mesurer la “pertinence” d’une page comme le nombre d’autres
pages qui pointent vers elle, ce qui était utilisé initialement, mais il est facile de corrompre
cette approche en créant de nombreuses pages web fictives pour booster son score de
pertinence. Il faudrait prendre en compte le poids de ces pages qui pointent vers la page
pertinente, puis les pages qui pointent vers les pages qui pointent vers ses pages, etc.

L’algorithme initial du moteur de recherche de Google, PageRank ®, s’est imposé
comme une solution populaire a ce probléme et a révolutionné 'efficacité des moteurs de
recherche, et ce a I'aide d’une utilisation des propriétés basiques des chailnes de Markov.
L’algorithme exact utilisé de nos jours par Google est secret dans les détails mais reste
une variation de PageRank.

Lidée est la suivante : on consideére le graphe de toutes les pages web existantes, ou
les sommets E sont les pages web, et on dessine une aréte de la page x € E vers la page
y € EF siil y aun lien de la z qui pointe vers y; on note dans ce cas x — y. Notons
dy = |{y € E: © — y}| le nombre de liens émanants de la page x. On considere alors la
matrice stochastique

@

1
Lmy = E 1x%y

qui est la matrice de transition d’une chaine de Markov (homogene) sur E. La dynamique
associée est celle d’un surfeur qui, partant d’une page initiale xg, sélectionne un lien
au hasard uniformément parmi les liens possibles sur la page xg, et réitére ce procédé
indéfiniment. Le principe de PageRank est d’associer & une page x le rang m, € [0,1]
satisfaisant ) cpm, = 1 prenant en compte l'importance relative des liens pointant vers
x via ’équation :

En d’autres termes, 7 est une mesure de probabilité invariante pour L. On a alors I'inter-
prétation suivante : m, représente le temps moyen passé par le surfeur ivre sur la page x si
il surfait infiniment longtemps. Comme FE est fini, une telle mesure de probabilité existe
mais rien ne garantie son unicité car la chaine n’est pas forcément irréductible. De plus,
ce vecteur m n’est approchable en pratique qu’a partir des approximations définies par
récurrence "t = Ly en partant d’un p(9) arbitraire. Il faut alors se demander au
bout de combien d’itérations est-on assez proche (par rapport & un un seuil d’erreur fixé
en avance) de la vraie mesure invariante m. Pour répondre a ces problémes, Brin et Page
ont modifié la matrice de transition en la matrice, dite de Google, suivante :

1
Goy =Ly +(1—0a)—=
|E|
ou « €10, 1] est un parametre, appelé facteur d’amortissement. Il semble que la parameétre
«a de PageRank était a la base a = 0.85. G est aussi une matrice de transition et la
chaine de Markov associée est décrite de la fagon suivante : A chaque étape, on joue a

&. développé par Larry Page et Sergey Brin en 1998, qui ont fondé Google la méme année.
Q. 90% des internautes environs utilisent Google comme moteur de recherche en 2018.
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pile ou face, avec probabilité o de faire pile. Si on obtient “pile”, alors le surfeur choisit
une page comme avant, avec la matrice de transition L. Si on obtient “face”, le surfeur
se téléporte sur une page au hasard uniformément parmi toutes les pages existantes. La
chaine de Markov associée a G est maintenant irréductible récurrence et satisfait de plus
la condition de Doeblin : pour tout x,y € F,

1

L’unicité d’une mesure de probabilité invariante est assurée et les garanties théoriques du
Théoreme 4.23 peuvent étre appliquées pour estimer 7 a une erreur fixée et donner ainsi
un classement des pages web référencées par Google (cf. Exercice 11).
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4.7 EXERCICES — chaines de Markov

Exercice 1. Soit X = (X,,)nen un processus aléatoire sur un espace d’états E discret
et x € E. On suppose que Xg = z p.s. Si on définit par récurrence

T§°) =0, Ték‘”) = inf{n > T:((:k) : X, = x},
que représente ngk) ? Montrer que Té’“) est un temps d’arrét pour tout k € N.

Exercice 2 (Suites récurrentes avec innovation). Soit (g,)neny une suite i.i.d a
valeurs dans (F,.7) de loi v. On considere le processus aléatoire X = (X,,)nen défini par

Xn+1 = F(Xn,en)

pour une fonction F : E x E — E mesurable, et dont la loi u de X est spécifiée, avec X
indépendant de la suite (g,,)nen.
(a) Montrer que la marche aléatoire simple (sur Z) est un exemple de tels processus.
(b) Montrer que X est une chaine de Markov homogene et donner sa matrice de
transition.
(¢) On considere une file d’attente avec 0 clients au temps n = 0 et on suppose que, &
chaque instant n > 1, un client est retiré de la file d’attente et ¢, nouveaux clients
se rajoutent, ou (¢n)nen est une suite de variables i.i.d de loi v = %60 + %51 +
%62. Montrer que le processus (Xp)nen du nombre de clients & l'instant n est un
processus de Markov dont on donnera la matrice transition.

Exercice 3 (On-Off). On considére le systéme dynamique (X,,)nen sur {0,1} de loi
initiale p = (uo, p1) et de matrice transition

p:[g g].

(a) Quelles conditions doivent satisfaire a,b,c,d?
(b) Calculer la loi de X, puis la valeur de lim,_,~, P(X,, = 0) en fonction de a et b.

Exercice 4 (Classes communicantes et récurrence). Donner les classes communi-
cantes de la chaine de Markov associée a la matrice de transition

1/2 0 1/3 0 1/2

/21 0 0 0
P=l0 0 0 1/2 1/2
0 0 1/3 1/6 0
0 0 1/3 1/3 0

apres avoir dessiné le graphe associé.

Exercice 5 (Recurrence de la marche aléatoire simple sur Z). On considere
(X7 )nen la marche aléatoire simple sur Z, de matrice de transition Py, = %1|z—y\:1-

(a) Montrer que cette chaine de Markov est irréductible.

(b) Calculer (P™)gp pour tout n > 1.
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(c) A T'aide de la formule de Stirling *, montrer que cette chaine de Markov est récur-
rente.

(d) Que pensez-vous du cas de la marche aléatoire simple non-symétrique, définie par
Xo:=0et Xp41 = Xy, + e, ot (6,)n € N est une suite de variables i.i.d. telle que
Plep,=1)=1—-P(e, =—1)=poupel0,1[et p#1/27

Exercice 6 (Loi des excursions). Soit (X,,) une chaine de Markov. On fixe x € F
que ’on suppose récurrent et on considere pour tout k£ > 1 le temps d’arrét ngk) introduit
a I’Exercice 1, a savoir le k-iéme temps de retour en x € E. On s’intéresse a la loi des

excursions successives (Eg, Eq,...) ou
By = (X 00, X w50 X ).

(a) Décrivez I'ensemble & ou les variables Ej prennent leurs valeurs.
(b) Si Xp := z p.s, montrer que la suite (Ey, E1,...) est i.i.d.

Exercice 7 (Recurrence et invariance). Pour z € E fixé, on considére la mesure
7(®) sur E définie par

Tz—1

7TZ(/J»‘) ::Em[21xny‘|, yGE.
n=0

(a) Montrer que 7(*)(E) < 0o < z est récurrent positif.

(b) On veut montrer que Pr(®) = 7(®) & z est récurrent.

(c) Sila chaine est irréductible et si il existe une mesure invariante 7 telle que m, = 1
et z est récurrent, montrer que nécessairement 7 = 7(*).

Exercice 8. Montrer que si x ~ y alors x récurrent positif < y récurrent positif.
Exercice 9. Montrer la marche aléatoire simple sur Z n’est pas récurrente positive.

Exercice 10. Etant donné 0 < p < 1, on considére la chaine de Markov (Xn)nen sur
E ={1,2,3,4} de matrice de transition

D 0 P 0

_|1-p 0 1—0p 0

P=1" P 0 P
0 1—p 0 1—p

(a) Montrer que la chaine est irréductible récurrente positive.
(b) Calculer son unique probabilité invariante.

(c) Calculer P? et en déduire la loi de X,, pour tout n > 2.
(d) Calculer Ey[r4].

Exercice 11 (PageRank; application numérique). A partir de quel n la matrice
G™ donne une approximation & 107> du classement théorique des pages web ?

?. Formule de Stirling : n! ~ v/2nn(n/e)"™ quand n — oco.
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Exercice 12 (Algorithme de Metropolis-Hastings). Soit m une mesure de pro-
babilité sur un ensemble F fini. On cherche a construire un algorithme qui renvoie une
approximation numérique de [ f dm pour une fonction f: E — R donnée.
— Soit (Xp)nen une chaine de Markov irréductible sur E de matrice de transition @
telle que Qzy > 0 & Qyz > 0.
— Pour tout z,y € E tels que @y > 0, on définit

nyz )

R;y := min (
TyQuy

— On construit finalement la chaine de Markov (X, )nen :
— on tire la variable initiale Xy de fagon arbitraire.
— pour tout n > 1, on construit X,, a partir de X,,_1 et d’une variable aléatoire
U,, uniforme sur [0, 1] indépendante de (X, X,,—1) comme :
Xp =X, lo.<mry ¢ Xn1 Lo.>Ry ¢
(a) Expliquez la construction de X,, comme si vous vouliez 'implémenter dans un

script, puis donner la matrice de transition P de (Xn)neN.
(b) Montrer que, pour tout f: £ — R, on a :

n

%Z — /der

k=1

(c) Est-il important que 7 soit une mesure de probabilité ?

Exercice 13 (Marche aléatoire simple sur Z?). On considére (X,,),en la marche
aléatoire simple sur Z¢ définie par Xy := 0 et X, = X,,_1 + &, pour n > 1, ol (&n)n>1
sont i.i.d sur Z< telles que P(&, = Fe;j) = 1/2d avec ey, ..., eq la base canonique.

(a) Montrer que si X est une variable aléatoire & valeur dans Z? alors

o
od px(t)dt.
(27T)d [_ﬂ-:ﬂ-]d

(b) Montrer que la fonction caractéristique de &, est donnée par

P(X =0):=

1 d
agCOS

et en déduire une expression pour (P")gp pour tout n > 1.
(¢) Montrer que pour tout 0 < z < 1, on a :

- n/pn _ 1 1 .
HZZOZ (P )00 = W /[_mﬂd 1= zgp(t) dt =: [(Z)

(d) Montrer que ( n)neN est récurrente < lim,_,; I(z) = oo.
(e) On pose F(z,t) := . Montrer que :

— pour tout ¢ > 0, ( ) »—> F(z,t) est bornée sur |0,1] x {t € Z9: ||t|| > ¢}.
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— donner le comportement asymptotique de F'(1,t) quand ¢ — 0.
— si ||t|| est assez petit, Papplication z — F'(z,t) est croissante.
(f) Montrer que (X, )nen est récurrente si d = 1 ou 2 mais transitoire pour d > 3.

CORRECTION :
(a) Si X est une variable aléatoire & valeurs dans Z¢ ¢ R?, on a :

ox(t) =)= 3" B(X =m)tn,  te R

nezd

Pour tout n = (ny,...,nq) € Z%, on calcule

/[ / L Helt "t _H/ e dt = szln —o = (2m)"Lng

ce qui donne

! 1 i(t,n
(27r)d/[_ ja px()dt= Y P(X =n) @n) /[_ ]de“’ Jdt = P(X = 0)

nezd

grace au théoréme de Fubini; en effet (n,t) = P(X = n)e'®™ est L' par rapport a
la mesure (3-,,cz4 6n) @ 1{_; adt.
(b) On calcule

(,D(t):E i(t,&n) :iz i(t,e;) te])
2d =

&\H

puis, en utilisant (a) et 'indépendance des &,,
(Poo =B(Xo=0)= g /[_ﬁ PR di= / (1) dt.

2m)?
(c) Puisque pour tout 0 < z < 1 Iapplication (n,t) — 2"@(t)"™ est L' par rapport a
la mesure (3, cz4 0n) ® 1[_; radt, le théoréme de Fubini et (b) nous donnent pour
tout 0 < z < 1,

X1 = _ L
ZZ (P™)o0 = ) /[—w,w]d (7;02 2 (t)> dt = (27 /[—mr]d 1= 20(0) dt.

(d) Remarquons d’abord que la marche aléatoire sur Z¢ est clairement irréductible
et donc que (X,,) est récurrente < 0 est récurrent. Le théoréme de convergence
monotone donne

T;(Pn)oo — lim %zn(zvn)m = lim /(2)

et on conclut par I'équivalence : 0 récurrent < > >° ((P™)gg = 00
(e) — D’un c6té, comme cos(z) > —1,ona F(z,t) > 1/(1+z) > 1; en particulier F est
positive. Comme ¢ est continue et que, pour t € [—7,7]% on p(t) =1 <t =0,
on voit que F' est bornée supérieurement deés que l’on restreint ¢ a un sous
ensemble de la forme {t € R?: ||t|| > ¢} avec ¢ > 0.
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— Pour tout ¢ # 0, on a

1 d 1 d
,az cos(t;) = QZ ))*1—*Ht|!2+0(HtH) t—0,

et donc on a I’équivalence

2d

— Comme @(t) > 0 des que ||t|| est suffisamment petit on voit que z — 1/(1—z¢(t))
est croissante pour tout ¢ suffisamment petit.

(f) On fixe ¢ > 0 assez petit tel que z — F(z,t) est croissante et

d 4d
T < F 00 = e *)

pour tout ¢ tel que ||t|| < ¢. En utilisant (e), on voit que

/[ Ja 1||t||>c F(Z,t)dt

reste borné pour tout z €]0, 1] et donc

ll_)ml I(z) =00 <« ll_)ml i 1y <c F(2,t)dt = co.

Par convergence monotone, on a

ll_)Hi o 1||t||§c F(z,t)dt = /[ oy 1||tH§C F(1,t)dt.

)

L’encadrement (%) nous donne aussi que

/[7r7rd

1
} 1||t||§c F(l,t)dt=c0 < /[ﬂ- i 1Ht||§c Wdt.

Finalement, en passant en coordonnées polaires ¢t € RY s (r,0) avec r = ||t|| et
o =t/||t|| (de Jacobien dt = r?~ldrdo ol do est la mesure uniforme sur la sphere
de R%) on voit que

/ 1 L
t||<c T At = 0
e IS ]2

C
<:>/ r43dr = 0o
0

S d < 2.
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