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Feuille d’exercices 9
Chaines de Markov

Exercice 8. Montrer que si z ~ y alors = récurrent positif < y récurrent positif.
Exercice 9. Montrer la marche aléatoire simple sur Z n’est pas récurrente positive.

Exercice 10. Etant donné 0 < p < 1, on considére la chaine de Markov (X,,)nen
sur £ = {1,2,3,4} de matrice de transition

P 0 D 0

_|1-=p 0 1—p 0

P=1" p 0 p
0 1—p 0 1—p

Montrer que la chaine est irréductible récurrente positive.

(a
(

)

b) Calculer son unique probabilité invariante.

(c) Calculer P? et en déduire la loi de X,, pour tout n > 2.
)

(d) Calculer Ey[ry].

Exercice 11 (PageRank ; application numérique). A partir de quel n la ma-
trice G™ donne une approximation & 107° du classement théorique des pages web ?

Exercice 12 (Algorithme de Metropolis-Hastings). Soit 7 une mesure de prob-
abilité sur un ensemble E fini. On cherche a construire un algorithme qui renvoie une
approximation numérique de [ f dm pour une fonction f: EF — R donnée.

e Soit (X,,)nen une chaine de Markov irréductible sur E' de matrice de transition
Q telle que @y > 0 & Qyz > 0.

e Pour tout z,y € E tels que ()5, > 0, on définit

R, := min (%an: 1).

Ty Quy 7

e On construit finalement la chaine de Markov (X, )nen :

— on tire la variable initiale X, de facon arbitraire.



— pour tout n > 1, on construit X, a partir de X”*l et d’une variable
aléatoire U,, uniforme sur [0, 1] indépendante de (X,,, X,,—1) comme :

X, =X, 1Un§RXan71 + X0 lv,>r

an(nfl

(a) Expliquez la construction de X,, comme si vous vouliez I'implémenter dans un
script, puis donner la matrice de transition P de (X,,),en-

(b) Montrer que, pour tout f: £ — R, on a :

Ly ) )2 [ rar

n 1 n—oo
(c) Est-il important que 7 soit une mesure de probabilité 7

Exercice 13 (Marche aléatoire simple sur Z%). On considere (X,,),en la marche
aléatoire simple sur Z? définie par Xy := 0 et X, = X,, 1 + &, pour n > 1, ol (§,)p>1
sont i.i.d sur Z? telles que P(§, = +e;) = 1/2d avec ey, ..., e4 la base canonique.

(a) Montrer que si X est une variable aléatoire a valeur dans Z% alors

1
R /[_m]d ox(t)dt.

(b) Montrer que la fonction caractéristique de &, est donnée par

P(X =0) :=

1 d
== >~ cos(t;)
Jj=1

et en déduire une expression pour (P")g pour tout n > 1.

(¢) Montrer que pour tout 0 < z < 1, on a :

> (P = R
nz::oz (P")oo = (2r)? /[—mr]d = 2o(0) dt =: I(z).

(d) Montrer que (X, )nen est récurrente < lim, ,; I(2) = oco.

(e) On pose F(z,t) := ﬁ@(t). Montrer que :

— pour tout ¢ > 0, (z,t) — F(z,t) est bornée sur |0, 1] x {t € Z¢: ||t|| > c}.
— donner le comportement asymptotique de F'(1,¢) quand ¢t — 0.

— si ||t]| est assez petit, 'application z +— F(z,t) est croissante.

(f) Montrer que (X, )nen est récurrente si d = 1 ou 2 mais transitoire pour d > 3.



